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Пояснительная записка

Электронные методические указания по организации практических работ студентов по дисциплине ЕН.01 «Математика» разработаны для студентов специальности среднего профессионального образования 38.02.03 Операционная деятельность в логистике. Настоящие материалы разработаны с учетом рабочей программы учебной дисциплины ЕН.01 Математика, составленной на основе федерального государственного образовательного стандарта (ФГОС) среднего специального образования для специальности 38.02.03 Операционная деятельность в логистике.

Выполнение студентами практических занятий направлено на:

- обобщение, систематизацию, углубление теоретических знаний;

- формирование умений применять полученные знания в практической деятельности; 

- развитие аналитических, проектировочных, конструктивных умений; 

- выработку самостоятельности, ответственности, точности и творческой инициативы.

В результате выполнения практических занятий обучающийся должен

уметь: 

- решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности. 

знать: 

- значение математики в профессиональной деятельности и при освоении профессиональной образовательной программы; 

- основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности; 

- основные понятия и методы математического анализа, линейной алгебры, теории вероятностей и математической статистики;  

- основы интегрального и дифференциального исчисления. 

Методические указания к выполнению практических работ содержат:

- тему занятия; 

- цель занятия; 

- задачи;

- обеспечение практической работы;
- теоретические сведения и методические рекомендации по решению задач;
- пояснения (основные формулы, необходимые для выполнения практического занятия); 

- порядок выполнения задания; 

- используемую литературу. 

Практические занятия выполняются по следующим темам дисциплины ЕН.01 Математика: Вычисление определителей; Нахождение обратной матрицы. Вычисление матричных уравнений; Решение системы линейных уравнений по правилу Крамера и методом Гаусса; Проверочная работа по теме Системы линейных уравнений; Операции над векторами. Вычисление модуля и скалярного произведения; Вычисление векторного произведения векторов; Составление уравнений прямых и кривых 2-го порядка, их построение; Проверочная работа по разделу Основы аналитической геометрии; Вычисление пределов с помощью замечательных пределов, раскрытие неопределенностей; Вычисление односторонних пределов, классификация точек разрыва; Вычисление производных сложных функций; Производные и дифференциалы высших порядков. Правила Лопиталя; Полное исследование функции. Построение графиков; Интегрирование заменой переменной и по частям в неопределенном интеграле; Интегрирование заменой переменной и по частям в неопределенном интеграле; Интегрирование рациональных и иррациональных функций. Универсальная подстановка; Вычисление определенных интегралов; Вычисление площадей фигур, объемов тел вращения с помощью определенных интегралов; Решение дифференциальных уравнений 1-го порядка с разделяющимися переменными. Решение однородных дифференциальных уравнений 1-го порядка. Решение линейных дифференциальных уравнений 1-го порядка; Решение простейших дифференциальных уравнений 2-го порядка; Проверочная работа по разделу Обыкновенные дифференциальные уравнения.
Разработанное электронное учебно-методическое пособие предназначено для обучающихся учреждений среднего профессионального образования. Обучающимся предлагаются различные виды заданий, позволяющие усвоить теоретические и практические знания математики. Может быть использовано для работы студентами любой специальности профессиональных образовательных организаций.

Предлагаемое электронное учебно-методическое пособие станет надёжным дополнением и помощником для преподавателей математики профессиональных образовательных организаций.

Практическое занятие № 1. Вычисление определителей. Выполнение операций над матрицами
Цель работы: 

- обобщить полученные знания по теме «Матрицы»;
- закрепить умения и навыки выполнять действия с матрицами, составлять и вычислять определитель  матрицы различными способами;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда; 

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень знаний по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 12-20.
Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 7-12.
Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 53-61.
Общие теоретические положения

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, содержащая mстрок одинаковой длины (или n-столбцов одинаковой длины). Матрица записывается в виде 
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или, сокращенно, 
[image: image2.wmf](
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, где i=1,2,3,…,m – номер строки, j=1,2,3,…,n – номер столбца.

Матрицу 
[image: image3.wmf]A

 называют матрицей размера 
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, составляющие матрицу, называются ее элементами. Элементы, стоящие на диагонали, идущей из левого верхнего угла, образуют главную диагональ матрицы.

Матрицы равны между собой, если равны все соответствующие элементы этих матриц, т.е. 
[image: image7.wmf]B
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, где i=1,2,3,…,m; j=1,2,3,…,n. 

Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется квадратной. Квадратную матрицу размера 
[image: image9.wmf]n
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 называют матрицей 
[image: image10.wmf]n

-го порядка.

Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов главной диагонали, равны нулю, называется диагональной. 

Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной диагонали равен единице, называется единичной. Обозначается буквой 
[image: image11.wmf]E

. 

Квадратная матрица называется треугольной, если все элементы, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю.

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой. Обозначается буквой 
[image: image12.wmf]O

. 

Матрица, содержащая один столбец или одну строку, называется вектором(или вектор-столбец, или вектор-строка, соответственно). 

Замечание: каждой квадратной матрице 
[image: image13.wmf]A

 можно поставить в соответствие определенное число, называемое определителем (детерминантом) этой матрицы. Неквадратная матрица определителя не имеет. 

Определители

Определители 2-го порядка

Определитель (или иначе, детерминант) обозначается следующим образом:
[image: image14.wmf]det
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Простейшие из определителей – это так называемые определители 2-го порядка.

Определителем второго порядка, называется число, которое вычисляется по формуле:
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Элементы 
[image: image16.wmf]22
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 образуют главную диагональ 
[image: image17.wmf]D

, 
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 – побочную. Вычисление определителя 2-го порядка иллюстрируется правилом: из произведения элементов главной диагонали вычитается произведение элементов побочной.

Основные свойства определителей.

1. Определитель не изменится, если его строки заменить столбцами, и наоборот.

2. При перестановке двух параллельных рядов определитель меняет знак.

3. Определитель, имеющий два одинаковых ряда равен нулю.

4. Если все элементы одного ряда  
[image: image19.wmf]D

 умножить на некоторое число k, то весь 
[image: image20.wmf]D

 умножится на это число. Это свойство можно сформулировать иначе: Общий множитель элементов какого-либо ряда 
[image: image21.wmf]D

 можно вынести за знак 
[image: image22.wmf]D

.

5. Если все элементы некоторого ряда пропорциональны соответствующим элементам параллельного ряда, то такой 
[image: image23.wmf]D

 равен 0.

6. Если элементы какого-либо ряда 
[image: image24.wmf]D

 представляют собой суммы двух слагаемых, то 
[image: image25.wmf]D

 может быть разложен на сумму двух соответствующих определителей.

7. Определитель не изменится, если к элементам одного ряда прибавить соответствующие элементы параллельного ряда, умноженные на любое число.

Определители 3-го порядка

Определителем третьего порядка, называется число, которое вычисляется по формуле:
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Элементы  
[image: image27.wmf]33
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 образуют главную диагональ определителя, элементы 
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Для нахождения значения определителя 3-го порядка удобно пользоваться правилом треугольников, которое символически можно записать так:
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Определитель 3-го порядка представляет собой алгебраическую сумму шести произведений, причем три произведения берутся со знаком „ + “ и три – со знаком „ – “. Со знаком „ + “ берется произведение элементов, стоящих на главной диагонали, а также произведения элементов, стоящих на параллели к главной диагонали, с добавлением третьего множителя из противоположного угла таблицы. Со знаком „ – “ берется произведение элементов, стоящих на побочной диагонали, а также произведения элементов, стоящих на параллели к побочной диагонали, с добавлением третьего множителя из противоположного угла таблицы.

Можно пользоваться так называемым правилом Саррюса: приписать к определителю справа два первых столбца, не меняя их порядка, и составить сумму произведений элементов главной диагонали и элементов, параллельных ей, из которой затем вычесть сумму произведений элементов побочной диагонали и элементов, параллельных ей:
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Определители n-го порядка

Определителем n-го порядка называется число, равное алгебраической сумме 
[image: image32.wmf]n

! членов, каждый из которых является произведением 
[image: image33.wmf]n

 элементов матрицы, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца.

Заметим, что с ростом 
[image: image34.wmf]n

 резко увеличивается число членов определителя  (n!), поэтому даже для 
[image: image35.wmf]4
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 использование формулы весьма трудоемко (получим 24 слагаемых!).

На практике при вычислении определителей высоких порядков используют другие формулы. Для их рассмотрения необходимо ввести новые понятия. 

Минором некоторого элемента 
[image: image36.wmf]j
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 определителя n-го порядка называется определитель (n-1)- го порядка, полученный из исходного путем вычеркивания строки и столбца, на пересечении которых находится выбранный элемент. Обозначается 
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Так, если 
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Алгебраическим дополнением элемента 
[image: image40.wmf]j
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 определителя называется его минор, взятый со знаком 
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, где i – номер строки, j – номер столбца, на пересечении которых находится выбранный элемент. Обозначается: 
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Теорема: Определитель равен сумме произведений элементов некоторого ряда на соответствующие им  алгебраические дополнения.
Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Можно вычислить определитель с неравным числом столбцов и строк.

2. Чем отличается алгебраическое дополнение от минора.

3. Укажите способы вычисления определителей?

Текст практической  работы:

Вариант 1
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1. Запишите элемент С24 матрицы С.
2. Вычислите минор М44.
3. Вычислить алгебраическое дополнение С11.
4. Вычислить произведение элементов главной диагонали.
5. Разложите определитель по 3-й строчке, не вычисляя полученные определители.

6. Разложите определитель по 2–му столбцу, через алгебраические дополнения (не вычисляя).
Вариант 2

[image: image45.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

9

5

2

1

6

7

1

1

6

5

3

1

6

5

2

1

Е


1. Запишите элемент Е14 матрицы Е.
2. Вычислите минор Е23.
3. Вычислить алгебраическое дополнение Е31.
4. Вычислить произведение элементов побочной диагонали.
5. Разложите определитель по 2-й строчке, не вычисляя полученные определители.

6. Разложите определитель по 4–му столбцу, через алгебраические дополнения (не вычисляя).
Вариант 3
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1. Запишите элемент D12 матрицы D.
2. Вычислите минор D31.
3. Вычислить алгебраическое дополнение D23.
4. Вычислить произведение элементов побочной диагонали.
5. Разложите определитель по 1-й строчке, не вычисляя полученные определители.

6. Разложите определитель по 3–му столбцу, через алгебраические дополнения (не вычисляя).
Вариант 4
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1. Запишите элемент F22 матрицы F.
2. Вычислите минор F41.
3. Вычислить алгебраическое дополнение F14.
4. Вычислить произведение элементов главной диагонали.
5. Разложите определитель по 4-й строчке, не вычисляя полученные определители.

6. Разложите определитель по 1–му столбцу, через алгебраические дополнения (не вычисляя).

Оценка выполнения практической работы:

	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил верно 5 заданий без ошибок

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 3-4 задания без ошибок.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 2. Нахождение обратной матрицы. Решение матричных уравнений

Цель работы: 

- закрепить умения и навыки находить обратную матрицу, решать СЛУ с помощью обратной матрицы;
- формировать умения и навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень знаний по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 33-37.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 7-12.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 53-61.
Общие теоретические положения

Понятие обратной матрицы вводится только для квадратных матриц.

Если A – квадратная матрица, то обратной для неё матрицей называется матрица, обозначаемая A-1 и удовлетворяющая условию 
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. (Это определение вводится по аналогии с умножением чисел).
Справедлива следующая теорема:

Теорема. Для того чтобы квадратная матрица A имела обратную, необходимо и достаточно, чтобы её определитель был отличен от нуля.

Доказательство:

Необходимость. Пусть для матрицы A существует обратная матрица A-1. Покажем, что |A| ≠ 0. 

Прежде всего заметим, что можно доказать следующее свойство определителей 
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Предположим, что |A| = 0. Тогда 
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. Но с другой стороны 
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. Полученное противоречие и доказывает, что |A| ≠ 0.

Достаточность. Для простоты доказательство проведём для случая матрицы третьего порядка. Пусть 
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 и |A| ≠ 0. 

Покажем, что в этом случае обратной матрицей будет матрица
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 , где Aij алгебраическое дополнение элемента aij.

Найдём AB=C.

Заметим, что все диагональные элементы матрицы C будут равны 1. Действительно, например, 
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Аналогично по теореме о разложении определителя по элементам строки можно доказать, что c22 = c33 = 1.

Кроме того, все недиагональные элементы матрицы C равны нулю. 
Например, 
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Следовательно, AB=E. Аналогично можно показать, что BA=E. Поэтому B = A-1.

Таким образом, теорема содержит способ нахождения обратной матрицы. 

Если условия теоремы выполнены, то матрица обратная к матрице 
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 находится следующим образом 
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где Aij - алгебраические дополнения элементов aij данной матрицы A.

Итак, чтобы найти обратную матрицу нужно:

Найти определитель матрицы A. 

Найти алгебраические дополнения Aij всех элементов матрицы A и составить матрицу [image: image58.png]


, элементами которой являются числа Aij. 

Найти матрицу, транспонированную полученной матрице 
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Аналогично для матриц второго порядка, обратной будет следующая матрица 
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Примеры.

Найти матрицу, обратную данной 
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. Сделать проверку. 

|A| = 2. Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы A.
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Проверка:
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Аналогично A∙A-1 = E.

Найти элементы 
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 матрицы A-1 обратной данной 
[image: image69.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

2

1

3

1

1

0

2

1

1

А

.
Вычислим |A| = 4. Тогда 
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Найдем обратную матрицу.
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Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение транспонированной матрицы?

2. Как понимать определитель 4–го порядка?

3. Метод обратной матрицы можно применить к любой системе уравнений?
Текст практической работы:

Задана квадратная матрица А. Найти обратную матрицу и сделать проверку.
Вариант1. 
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Вариант 2. 
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Вариант 3. 
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Вариант4. 
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Оценка выполнения практической работы:

	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент допустил незначительные вычислительные ошибки при вычислении значений

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент допустил ошибки  в знании алгоритма нахождения обратной матрицы 

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент не знает алгоритма нахождения обратной матрицы, не владеет обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 3. Решение систем линейных уравнений по формулам Крамера и методом Гаусса

Цель работы: 

- закрепить умения и навыки решать системы линейных уравнений по формулам Крамера и методом Гаусса;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень знаний по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 38-40.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 13-15.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 75-82.
Общие теоретические положения

Определители впервые были введены для решения системы уравнений первой степени. В 1750г. швейцарский математик Крамер дал общие формулы, выражающие неизвестные через определители, составленные из коэффициентов системы.

Рассмотрим систему трех уравнений первой степени 
с тремя неизвестными 
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(1)
(коэффициенты 
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 и свободные члены 
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 считаются заданными).

Тройка чисел 
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 называется решением системы (1), если в результате подстановки этих чисел вместо 
[image: image86.wmf]z
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 все три уравнения (1) обращаются в тождество.

В дальнейшем основную роль будут играть следующие четыре определителя:
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Определитель 
[image: image91.wmf]D

 называется определителем системы (1). Определители 
[image: image92.wmf]z
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 получаются из определителя системы 
[image: image93.wmf]D

 заменой свободными членами элементов соответственно первого, второго и третьего столбцов.

Возможны три случая:

1. Если определитель 
[image: image94.wmf]D

 системы (1) отличен от нуля (
[image: image95.wmf]0
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), то существует, и притом единственное, решение этой системы и оно выражается формулами 
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(2)
2. Если определитель 
[image: image97.wmf]D

 системы (1) равен нулю (
[image: image98.wmf]0
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) и хотя бы один из определителей 
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 отличен от нуля, то система не имеет решения (несовместна).

3. Если 
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[image: image101.wmf]0
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, то система (1) либо совсем не имеет решений, либо если система (1) имеет хотя бы одно решение, то она имеет бесконечно много решений. В этом случае, одно из трех уравнений является следствием двух других. Система сводится к двум уравнениям с тремя неизвестными и имеет бесчисленное множество решений. 

Наиболее распространенным точным методом решения системы линейных уравнений является метод Гаусса. Сущность этого метода состоит в том, что посредством последовательных исключений  неизвестных данная система превращается в ступенчатую (в частности, треугольную) систему.

Пусть дана произвольная система линейных уравнений:
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(1)
Будем производить над ней элементарные преобразования. Для этого выпишем матрицу из коэффициентов при неизвестных системы (1) с добавлением столбца свободных членов, другими словами расширенную матрицу 
[image: image103.wmf]А

 для системы (1):
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(2)
Предположим, что с помощью таких преобразований удалось привести матрицу 
[image: image105.wmf]А

 к виду, где все диагональные элементы b11, b22, ..., brr отличны от нуля, а элементы, расположенные ниже диагональных, равны нулю. 
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[image: image107.wmf](
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(3)

Матрице (3) соответствует система уравнений:
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(4),
которая получается из системы (1) с помощью некоторого числа элементарных преобразований и, следовательно, равносильна системе (1). Если в системе (4) r=n, то из последнего уравнения, имеющего вид bnnxn=cn (где bnn≠0), находим единственное значение xn, из предпоследнего уравнения – значение xn-1 (поскольку xn уже известно) и т.д., наконец, из первого уравнения – значение x1. Итак, в случае r=n система имеет единственное решение. Если же r<n, то система (4) легко приводится к системе вида:
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[image: image110.wmf](
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(5),
которая и является по существу общим решением системы (1).

Неизвестные хr+1, ..., хn называются свободными. Из системы (5) можно будет найти значения х1,..., хr.

Приведение матрицы 
[image: image111.wmf]А

 к виду (3) возможно только в том случае, когда исходная система уравнений (1) совместна. Если же система (1) несовместна, то такое приведение невозможно. Это обстоятельство выражается в том, что в процессе преобразований матрицы 
[image: image112.wmf]А

 в ней появляется строка, в которой все элементы равны нулю, кроме последнего. Такая строка соответствует уравнению вида: 0(х1+0(х2+...+0(хn=b, которому не удовлетворяют никакие значения неизвестных, так как b≠0. В этом случае система несовместна.

В процессе приведения системы (1) к ступенчатому виду могут получаться уравнения вида 0=0. Их можно отбрасывать, так как это приводит к системе уравнений, эквивалентных прежней.

При решении системы линейных уравнений методом Гаусса удобнее приводить к ступенчатому виду не саму систему уравнений, а расширенную матрицу этой системы, выполняя все преобразования над её строками. Последовательно получающиеся в ходе преобразований матрицы обычно соединяют знаком эквивалентности.

Решим следующую систему уравнений с 4-мя неизвестными:
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Выпишем расширенную матрицу из коэффициентов при неизвестных с добавлением столбца свободных членов.
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Произведём анализ строк расширенной матрицы:

- к элементам 2-ой строки прибавим элементы 1-ой, делённые на (-2);

- из 3-ей строки вычтем 1-ю строку;

- к 4-ой строке прибавим 1-ю, умноженную на (-3/2).

Как вы можете видеть, элементы получившейся матрицы находятся в 1, 5, 8 и 10 строках, при этом ранг получившейся матрицы r = 4, следовательно, данная система уравнений имеет единственное решение. Выпишем получившуюся систему:
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Из последнего уравнения легко находим х4=0; из 3-го уравнения находим х3=2; из 2-го – х2=2 и из 1-го – х1=1 соответственно.
Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Любую систему уравнений можно решить правилом Крамара?

2. Как проверить правильность решения системы?

Текст практической  работы:

Вариант 1. Решить системы различными способами:
а) 
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б) 
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Вариант 2. Решить системы различными способами:
а) 
[image: image118.wmf]ï
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б) 
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Вариант 3. Решить системы различными способами:
а) 
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б) 
[image: image121.wmf]ï
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Вариант 4. Решить системы различными способами:
а) 
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б) 
[image: image123.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

.

11

z

2

3

,

12

4

2

,

14

2

3

y

х

z

y

х

z

y

х


Вариант 5. Решить системы различными способами:
а) 
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б) 
[image: image125.wmf]ï
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Вариант 6. Решить системы различными способами:
а) 
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б) 
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Вариант 7. Решить системы различными способами:
а) 
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б) 
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Вариант 8. Решить системы различными способами:
а) 
[image: image130.wmf]ï
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б) 
[image: image131.wmf]ï
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Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил верно 1 задания и приступил  к выполнению 2-го, не допустив ни одной ошибки 

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил верно 1 задания, во 2 задании допустил существенные ошибки

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 4. Проверочная работа по разделу Решение систем линейных уравнений
Цель работы: 

- закрепить умения и навыки решать системы линейных уравнений по формулам Крамера, методом Гаусса и с помощью обратной матрицы.
Режим контроля
Практическая работа состоит из 6 заданий. 

Время на выполнение проверочной работы 90 минут. 

Текст проверочной работы:
Вариант 1

1. Найти сумму матриц А и В 
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2. Найти произведение матриц А и В
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3. Вычислить определитель

[image: image136.wmf]0
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4. Найти обратную матрицу А-1 для матрицы А
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5. Решите матричное уравнение:
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6. Решите СЛУ различными методами:
а) 
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б) 
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Вариант 2

1. Найти сумму матриц А и В
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2. Найти произведение матриц А и В
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3. Вычислить определитель
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4. Найти обратную матрицу А-1 для матрицы А
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5. Решите матричное уравнение
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6. Решите СЛУ различными методами
а) 
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б) 
[image: image149.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

-

=

+

+

-

=

-

+

1.

z

5

3

,

1

5

3

,

10

2

4

y

х

z

y

х

z

y

х


Вариант 3

1. Найти сумму матриц А и В
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2. Найти произведение матриц А и В
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3. Найти минор элемента а31 определителя
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4. Найти обратную матрицу А-1 для матрицы
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5. Решите матричное уравнение:
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6. Решите СЛУ различными методами
а) 
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б) 
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Вариант 4

1. Найти сумму матриц А и В

[image: image160.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

1

0

2

2

5

8

1

3

А

, 
[image: image161.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

6

4

5

2

2

4

1

2

В


2. Найти произведение матриц А и В
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3. Найти минор элемента а33 определителя
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4. Найти обратную матрицу А-1 для матрицы
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5. Решите матричное уравнение:
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6. Решите СЛУ различными методами
а) 
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б) 
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Вариант 5

1. Найти сумму матриц А и В
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2. Найти произведение матриц А и В


[image: image171.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

3

2

1

2

1

2

1

1

3

А

, 
[image: image172.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

1

0

1

1

1

2

1

1

1

В


2. Выполните умножение

3. Найти минор элемента а12 определителя

[image: image173.wmf]0

3

1

4

1

2

4

3

4

1

0

1

4

1

6

5

-

-

-


4. Найти обратную матрицу А-1 для матрицы А
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6. Решите матричное уравнение:
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7. Решите СЛУ различными методами 
а) 
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б) 
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	Оценка «4» (хорошо)
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	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 4 задания.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 5. Операции над векторами. Вычисление модуля и скалярного произведения векторов

Цель: 
- отработать навыки в решении задач аналитической геометрии на плоскости.

Перечень  литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 53.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 124

Общие теоретические положения

1. Скалярное произведение векторов

В векторной алгебре рассматриваются два вида произведения двух векторов: скалярное или векторное. Результатом скалярного умножения двух векторов является число (скаляр); результатом векторного умножения двух векторов является вектор.

Определение 1. Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению модулей этих векторов на косинус угла φ между векторами  (рис.1).
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Рис. 1. К понятию скалярного произведения

Замечание 1. Скалярное умножение нельзя распространить на случай трех векторов-сомножителей, так как результатом его будет уже вектор, а не число.

Для обозначения скалярного произведения вектора 
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 на вектор 
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 употребляется одна из записей: 
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Согласно определению имеем
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Таким образом, скалярное произведение двух векторов равно длине одного вектора, умноженной на проекцию второго на направление первого.

Итак, в результате скалярного произведения получается число (скаляр), а не новый вектор.

Замечание 2. Действия, обратное скалярному умножению, т.е. деление вектора на вектор, невозможно и приводит к неопределенности такого действия.

1.1 Основные свойства скалярного произведения

1. Скалярное произведение равно нулю в том и только в том случае, если векторы перпендикулярны (или хотя бы один из них равен нулю), т.е. условие ортогональности двух векторов 
[image: image188.wmf]0

=

×

в

а

, что равносильно 
[image: image189.wmf]в

а

^

.

2. 
[image: image190.wmf]2

а

в

а

=

×

 - скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля 
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3. Скалярное произведение коммутативно, т.е. не зависит от порядка сомножителей (переместительное свойство): 
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4. Скалярный (числовой) множитель можно выносить за знак скалярного произведения (сочетательное свойство относительно скаляра):
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или 
[image: image194.wmf](

)

(

)

(

)

в

а

в

а

×

=

×

2

1

2

1

l

l

l

l

.

5. Распределительное свойство, т.е. для трех векторов имеет место равенство: 
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. Это означает, что при скалярном умножении суммы векторов на вектор можно «раскрыть» скобки. На основании изложенных свойств скалярное произведение ортов:
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Свойства 3, 4, 5 позволяют применять к скалярным произведениям те же преобразования, какие выполняются в обычной алгебре над произведениями многочленов.

Пример 1. Векторы 
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Решение.
[image: image203.wmf](

)

=

+

×

-

=

×

+

×

-

×

=

-

2

2

2

cos

2

2

в

в

а

а

в

в

в

а

а

а

в

а

j



[image: image204.wmf]37
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1.2  Скалярное произведение в координатной форме

Возьмем два вектора, заданных в координатной форме: 
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 и перемножим их скалярно. Правые части можно перемножить по правилу умножения многочлена на многочлен, так как скалярное произведение подчиняется распределительному закону (свойству):
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Итак, 
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                 (2),

т.е. скалярное произведение двух векторов в ортонормированном базисе равно сумме парных произведений одноименных координат этих векторов.

Для скалярного квадрата имеем    
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Откуда модуль (длина) вектора равен корню квадратному из суммы квадратов его координат, т.е.   
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Согласно свойству 1 и равенству (2) можно записать условие перпендикулярности (ортогональности) двух векторов в координатной форме
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1.3  Приложение скалярного произведения к геометрии и механике

1. Угол между двумя векторами.

Из определения скалярного произведения  
[image: image213.wmf]j
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Если векторы заданы своими координатами в ортонормированном базисе: 
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2. Направление вектора.

Направление вектора определяется, как было установлено, его направляющими косинусами (рис. 2.).
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Рис. 2. К определению направления вектора

Положить в формулах (4) и (5) 
[image: image218.wmf]i
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[image: image220.wmf]2

1

2

1

2

1

1

cos

z

y

x

x

+

+

=

a

                         (6)

Аналогично, взяв   
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При этом     
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Направляющие косинусы вектора полностью определяют его направление, но ничего не говорят о его длине.

Пример.
1. Найти угол φ между векторами 
[image: image226.wmf]{
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Решение.  Искомый угол определим на основе формул (4) и (5):
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Следовательно, угол φ=900 и векторы 
[image: image228.wmf]à

 и 
[image: image229.wmf]в

 ортогональны (перпендикулярны).

Выводы:

1. Скалярное произведение распространяется на случай двух векторов – сомножителей и не распространяется на случай трех сомножителей.

2. Физический смысл скалярного произведения заключается в том, что скалярное произведение 
[image: image230.wmf]S
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 численно равно работе А силы 
[image: image231.wmf]F

 по направленному отрезку 
[image: image232.wmf]S

.

3. К скалярным произведениям применяются те же преобразования, какие осуществляются над произведениями многочленов («раскрытие» скобок, вынесение общего множителя).

2. Векторное произведение двух векторов

Определение 1. Векторным произведением двух неколлинеарных векторов 
[image: image233.wmf]а

 и 
[image: image234.wmf]в

 называется такой вектор 
[image: image235.wmf]с

 который удовлетворяет трем условиям (рис.3).

Имеет модуль
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2)  
[image: image237.wmf]в
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  т.е. перпендикулярен к плоскости векторов  
[image: image238.wmf]à

 и  
[image: image239.wmf]в

;

3)  направлен так, чтобы тройка векторов 
[image: image240.wmf]à

, 
[image: image241.wmf]в

, 
[image: image242.wmf]с

 была правой.

Обозначение:  
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Рис.3. К понятию векторного произведения.

Замечание.

1. Приведенные условия однозначно определяют векторное произведение, если сомножители – ненулевые векторы. Если хоть один из сомножителей – нулевой вектор, то векторное произведение равно нулю.

2. Модуль векторного произведения численно равен площади параллелограмма (рис. 3), построенного на векторах   
[image: image248.wmf]à

 и  
[image: image249.wmf]в

.

2.1 Основные свойства.

1. Векторное произведение двух векторов равно нуль – вектору, если векторы коллинеарны или один из них или оба - нуль-векторы 
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. Равенство 
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 исключает необходимость вводить понятие «векторного квадрата».

2. Векторное произведение не обладает переместительным свойством, 
[image: image253.wmf](
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  т.е. антикоммутативно.

3. Скалярный множитель можно выносить за знак векторного произведения (свойство сочетательности (ассоциативности) относительно скаляра)
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4. Распределительное свойство (свойство дистрибутивности):
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Это свойство имеет место для любого числа слагаемых.

Пример.
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Дифференцированная практическая работа
Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание

Задание к работе
Базовый уровень

Вариант №1

1. Найдите скалярное произведение векторов [image: image260.png]


и [image: image261.png]


, если 
1) [image: image262.png]


(1,-3), [image: image263.png]


( -4, -2);
2) │[image: image264.png]


 │=2, │[image: image265.png]


│=3, cos<([image: image266.png]


,[image: image267.png]


) = [image: image268.png]


.
2. Докажите, что векторы [image: image269.png]BA



и [image: image270.png]


перпендикулярны, если
А(0,1), В(2,-1), С(4,1).
Вариант №2

1. Найдите скалярное произведение векторов [image: image271.png]


и [image: image272.png]


, если 
1) [image: image273.png]


(-2,2), [image: image274.png]


( -3, -1);
2) │[image: image275.png]


 │=1, │[image: image276.png]


│=6, cos<([image: image277.png]


,[image: image278.png]


) = [image: image279.png]


.
2. Докажите, что векторы [image: image280.png]BA



и [image: image281.png]


перпендикулярны, если
А(0,1), В(2,3), С(-1,6).
Повышенный уровень
Вариант №3

1. Найдите скалярное произведение векторов [image: image282.png]


и [image: image283.png]


, если 
│[image: image284.png]


 │=1, [image: image285.png]


([image: image286.png]


; -1), <([image: image287.png]


,[image: image288.png]


) =300.
2. Найдите значение m , при котором векторы [image: image289.png]


и [image: image290.png]


перпендикулярны, если [image: image291.png]


(-2; 1), [image: image292.png]


( 9; m).
Вариант №4

1. Найдите скалярное произведение векторов [image: image293.png]


и [image: image294.png]


, если 
│ [image: image295.png]


│= 2, [image: image296.png]


([image: image297.png]


; -1), <([image: image298.png]


,[image: image299.png]


) =600.
2. Найдите значение m , при котором векторы [image: image300.png]


и [image: image301.png]


перпендикулярны, если [image: image302.png]


( m; -8), [image: image303.png]


( 4; 3 ).

Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу повышенного уровня  в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил верно работу базового уровня или допустил 1 ошибку при выполнении работы повышенного уровня

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент с ошибками выполнил  работу базового уровня.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 6. Вычисление векторного произведения векторов

Цель: 
- отработать навыки в решении задач аналитической геометрии на плоскости.

Перечень  литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 53.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 113 - 127
Общие теоретические положения

Вектор. Определение. Упорядоченную совокупность (x1, x2, ... , xn) n вещественных чисел называют n-мерным вектором, а числа xi (i=1,2,3,…,n) - компонентами, или координатами, вектора.

Вектор. Пример. Если, например, некоторый автомобильный завод должен выпустить в смену 50 легковых автомобилей, 100 грузовых, 10 автобусов, 50 комплектов запчастей для легковых автомобилей и 150 комплектов для грузовых автомобилей и автобусов, то производственную программу этого завода можно записать в виде вектора (50, 100, 10, 50, 150), имеющего пять компонент. 

Вектор. Обозначения. Векторы обозначают жирными строчными буквами или буквами с чертой или стрелкой наверху, например, 
[image: image304.wmf]а

 или 
[image: image305.wmf]а

. Два вектора называются равными, если они имеют одинаковое число компонент и их соответствующие компоненты равны.

Компоненты вектора нельзя менять местами, например, (3, 2, 5, 0, 1) 
[image: image306.wmf]¹

 (2, 3, 5, 0, 1).

Вектор. Операции над векторами. Произведением вектора 
[image: image307.wmf]х

 = (x1, x2 , ... ,xn) на действительное число 
[image: image308.wmf]l

 называется вектор 
[image: image309.wmf]х

l

 = (
[image: image310.wmf]l

x1, 
[image: image311.wmf]l

x2, ... , 
[image: image312.wmf]l

xn).

Суммой векторов 
[image: image313.wmf]х

 = (x1, x2, ... ,xn) и 
[image: image314.wmf]y

 = (y1, y2 , ... ,yn) называется вектор 
[image: image315.wmf]y

х

+

 = (x1 + y1, x2 + y2, ... , xn + yn).

Вектор. Пространство векторов. N-мерное векторное пространство Rn определяется как множество всех n-мерных векторов, для которых определены операции умножения на действительные числа и сложение.

Вектор. Экономическая иллюстрация. Экономическая иллюстрация n-мерного векторного пространства: пространство благ (товаров). Под товаром мы будем понимать некоторое благо или услугу, поступившие в продажу в определенное время в определенном месте. Предположим, что существует конечное число наличных товаров n; количества каждого из них, приобретенные потребителем, характеризуются набором товаров 
[image: image316.wmf]х

 = (x1, x2, ..., xn), где через xi обозначается количество i-го блага, приобретенного потребителем. Будем считать, что все товары обладают свойством произвольной делимости, так что может быть куплено любое неотрицательное количество каждого из них. Тогда все возможные наборы товаров являются векторами пространства товаров C = {
[image: image317.wmf]х

 = (x1, x2, ... , xn) | xi 
[image: image318.wmf]³

0, i = 1,2,3,…,n}.

Вектор. Линейная независимость. Система e1, e2, ... , em n-мерных векторов называется линейно зависимой, если найдутся такие числа 
[image: image319.wmf]m
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, из которых хотя бы одно отлично от нуля, что выполняется равенство 
[image: image320.wmf]0
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; в противном случае данная система векторов называется линейно независимой, то есть указанное равенство возможно лишь в случае, когда все [image: image321.png]


. Геометрический смысл линейной зависимости векторов в R3, интерпретируемых как направленные отрезки, поясняют следующие теоремы.

Теорема 1. Система, состоящая из одного вектора, линейно зависима тогда и только тогда, когда этот вектор нулевой.

Теорема 2. Для того, чтобы два вектора были линейно зависимы, необходимо и достаточно, чтобы они были коллинеарные.

Теорема 3. Для того, чтобы три вектора были линейно зависимы, необходимо и достаточно, чтобы они были компланарные.

Вектор. Левая и правая тройки векторов. Тройка некомпланарных векторов 
[image: image322.wmf]а

, 
[image: image323.wmf]b

, 
[image: image324.wmf]с

 называется правой, если наблюдателю из их общего начала обход концов векторов 
[image: image325.wmf]а

, 
[image: image326.wmf]b

, 
[image: image327.wmf]с

 в указанном порядке кажется совершающимся по часовой стрелке. B противном случае 
[image: image328.wmf]а

, 
[image: image329.wmf]b

, 
[image: image330.wmf]с

 - левая тройка. Все правые (или левые) тройки векторов называются одинаково ориентированными.

Вектор. Базис и координаты. Тройка 
[image: image331.wmf]1

е

, 
[image: image332.wmf]2

е

, 
[image: image333.wmf]3

е

 некомпланарных векторов в R3 называется базисом, а сами векторы 
[image: image334.wmf]1

е

, 
[image: image335.wmf]2

е

, 
[image: image336.wmf]3

е

 - базисными. Любой вектор 
[image: image337.wmf]а

 может быть единственным образом разложен по базисным векторам, то есть представлен в виде 
[image: image338.wmf]а

 = x1
[image: image339.wmf]1

е

 + x2
[image: image340.wmf]2

е

 + x3 
[image: image341.wmf]3

е

 
(1)

числа x1, x2, x3 в разложении (1) называются координатами вектора 
[image: image342.wmf]а

 в базисе 
[image: image343.wmf]1

е

, 
[image: image344.wmf]2

е

, 
[image: image345.wmf]3

е

 и обозначаются 
[image: image346.wmf]а

(x1, x2, x3). 

Вектор. Ортонормированный базис. Если векторы 
[image: image347.wmf]1

е

, 
[image: image348.wmf]2

е

, 
[image: image349.wmf]3

е

 попарно перпендикулярны и длина каждого из них равна единице, то базис называется ортонормированным, а координаты x1, x2, x3 - прямоугольными. Базисные векторы ортонормированного базиса будем обозначать 
[image: image350.wmf]i

, 
[image: image351.wmf]j

, 
[image: image352.wmf]k

.

Будем предполагать, что в пространстве R3 выбрана правая система декартовых прямоугольных координат {0, i, j, k}.

Вектор. Векторное произведение. Векторным произведением вектора 
[image: image353.wmf]а

 на вектор 
[image: image354.wmf]b

 называется вектор 
[image: image355.wmf]с

, который определяется следующими тремя условиями:

1. Длина вектора 
[image: image356.wmf]с

 численно равна площади параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image357.wmf]а

 и 
[image: image358.wmf]b

, т. е. 
[image: image359.wmf](

)

b

а

b

а

с

^

sin

=

.

2. Вектор 
[image: image360.wmf]с

 перпендикулярен к каждому из векторов 
[image: image361.wmf]а

 и 
[image: image362.wmf]b

.

3. Векторы 
[image: image363.wmf]а

, 
[image: image364.wmf]b

, 
[image: image365.wmf]с

, взятые в указанном порядке, образуют правую тройку. 

Для векторного произведения 
[image: image366.wmf]с

 вводится обозначение 
[image: image367.wmf][

]

b

а

с

=

 или 
[image: image368.wmf]b

а

с

´

=

.

Если векторы 
[image: image369.wmf]а

 и 
[image: image370.wmf]b

 коллинеарны, то sin(a^b) = 0 и [
[image: image371.wmf]b

а

] = 0, в частности, [
[image: image372.wmf]а

а

] = 0. Векторные произведения ортов: [
[image: image373.wmf]j

i

]= 
[image: image374.wmf]k

, [
[image: image375.wmf]k

j

] = 
[image: image376.wmf]i

, [
[image: image377.wmf]i

k

]= 
[image: image378.wmf]j

.

Если векторы 
[image: image379.wmf]а

 и 
[image: image380.wmf]b

 заданы в базисе 
[image: image381.wmf]i

, 
[image: image382.wmf]j

, 
[image: image383.wmf]k

 координатами 
[image: image384.wmf]а

(a1, a2, a3), 
[image: image385.wmf]b

(b1, b2, b3), то

[image: image386.png]FE
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Вектор. Смешанное произведение. Если векторное произведение двух векторов 
[image: image387.wmf]а

 и 
[image: image388.wmf]b

 скалярно умножается на третий вектор 
[image: image389.wmf]с

, то такое произведение трех векторов называется смешанным произведением и обозначается символом 
[image: image390.wmf]с

b

а

´

´

.

Если векторы 
[image: image391.wmf]а

, 
[image: image392.wmf]b

 и 
[image: image393.wmf]с

 в базисе 
[image: image394.wmf]i

, 
[image: image395.wmf]j

, 
[image: image396.wmf]k

 заданы своими координатами 
[image: image397.wmf]а

(a1, a2, a3), 
[image: image398.wmf]b

(b1, b2, b3), 
[image: image399.wmf]с

 (c1, c2, c3), то

[image: image400.png]


.

Смешанное произведение имеет простое геометрическое толкование - это скаляр, по абсолютной величине равный объему параллелепипеда, построенного на трех данных векторах.

Если векторы образуют правую тройку, то их смешанное произведение есть число положительное, равное указанному объему; если же тройка 
[image: image401.wmf]а

, 
[image: image402.wmf]b

, 
[image: image403.wmf]с

 - левая, то 
[image: image404.wmf]с

b

а

´

´

<0 и V = - 
[image: image405.wmf]с

b

а

´

´

, следовательно V = 
[image: image406.wmf]с

b

а

´

´

.

Координаты векторов, встречающиеся в задачах первой главы, предполагаются заданными относительно правого ортонормированного базиса. Единичный вектор, сонаправленный вектору 
[image: image407.wmf]а

, обозначается символом 
[image: image408.wmf]а

о. Символом 
[image: image409.wmf]r

=ОМ обозначается радиус-вектор точки М, символами 
[image: image410.wmf]АВ

а

,

 обозначаются модули векторов 
[image: image411.wmf]а

 и 
[image: image412.wmf]АВ

.

Пример. Найдите угол между векторами 
[image: image413.wmf]n

4

2

+

=

m

а

 и 
[image: image414.wmf]n

m

b

-

=

, где 
[image: image415.wmf]m

 и 
[image: image416.wmf]n

 - единичные векторы и угол между 
[image: image417.wmf]m

 и 
[image: image418.wmf]n

 равен 120о.

Решение. Имеем: [image: image419.wmf]в

a

в

a

×

×

=

j

cos

, [image: image420.wmf]j

cos

в

а

в

а

×

=

×

 = 
[image: image421.wmf])

n

4

2

(

+

m

 
[image: image422.wmf])

(

n

m

-

 = 2 m2 - 4n2 +2mn = 2 – 4 + 2cos120o = - 2 + 2(-0,5) = -3; 
[image: image423.wmf]2

а

а

=

; 
[image: image424.wmf]2

а

 = 
[image: image425.wmf])

n

4

2

(

+

m

 
[image: image426.wmf])

n

4

2

(

+

m

 = 4 m2 +16mn+16n2 = 4+16(-0.5)+16=12, значит 
[image: image427.wmf]а

 = [image: image428.png]


. 
[image: image429.wmf]b

 = [image: image430.png]


; b2 = 
[image: image431.wmf])

(

n

m

-

 
[image: image432.wmf])

(

n

m

-

 = m2 -2mn+ n2= 1-2(-0,5)+1 = 3, значит 
[image: image433.wmf]b

 = [image: image434.png]


. Окончательно имеем: 
[image: image435.wmf]2

1

3

12

3

cos

-

=

×

-

=

j

, 
[image: image436.wmf]0

120

=

Þ

j

.

Пример. Зная векторы 
[image: image437.wmf]АВ

(-3, -2, 6) и 
[image: image438.wmf]ВС

(-2, 4, 4), вычислите длину высоты AD треугольника ABC.

Решение. Обозначая площадь треугольника ABC через S, получим: 
S = 1/2 BC AD. Тогда AD=2S/BC, BC= [image: image439.png]


=[image: image440.png]JE2 447 142



 = 6,
S = 1/2
[image: image441.wmf]АС

АВ

´

. 
[image: image442.wmf]ВС

АВ

АС

+

=

, значит, вектор 
[image: image443.wmf]АС

 имеет координаты [image: image444.png]AC(-5,2,10)



.

[image: image445.png](-
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= -16(2
[image: image446.wmf]i

 + 
[image: image447.wmf]k

). 
[image: image448.wmf]АС

АВ

´

 = [image: image449.png]J162@2T + 1



 = 16[image: image450.png]


; S = 8[image: image451.png]


, откуда 

AD = [image: image452.png]


 =[image: image453.png]


.

Пример. Даны два вектора 
[image: image454.wmf]а

(11, 10, 2) и
[image: image455.wmf]b

(4, 0, 3). Найдите единичный вектор 
[image: image456.wmf]с

, ортогональный векторам 
[image: image457.wmf]а

 и 
[image: image458.wmf]b

 и направленный так, чтобы упорядоченная тройка векторов 
[image: image459.wmf]а

, 
[image: image460.wmf]b

, 
[image: image461.wmf]с

 была правой.

Решение. Обозначим координаты вектора 
[image: image462.wmf]с

 относительно данного правого ортонормированного базиса через x, y, z.

Поскольку 
[image: image463.wmf]а

с

^

, 
[image: image464.wmf]b

с

^

, то 
[image: image465.wmf]а

с

 = 0, 
[image: image466.wmf]b

с

 = 0. По условию задачи требуется, чтобы c = 1 и 
[image: image467.wmf]а

, 
[image: image468.wmf]b

, 
[image: image469.wmf]с

 >0.

Имеем систему уравнений для нахождения x, y, z: 

[image: image470.wmf]ï
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Из первого и второго уравнений системы получим z = -4/3x, y = -5/6x. Подставляя y и z в третье уравнение, будем иметь: x2 = 36/125, откуда

[image: image471.wmf]5

5

6

±

=

х

. Используя условие 
[image: image472.wmf]а

, 
[image: image473.wmf]b

, 
[image: image474.wmf]с

 >0, получим неравенство

[image: image475.png]it 10 2|
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С учетом выражений для z и y перепишем полученное неравенство в виде: 625/6 x > 0, откуда следует, что x>0. Итак, 
[image: image476.wmf]5

5

6

=

х

, 
[image: image477.wmf]5

1

-

=

y

, 
[image: image478.wmf]5

5

8

-

=

z

.

Практическая работа

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение вектора?

2. Объясните понятие орт вектор?

3. Чем отличается левая от правой тройки векторов?

4. Что можно вычислить смешанным произведением векторов?

Текст практической  работы:

Вариант 1

1. Найти проекцию вектора 
[image: image479.wmf]AB

 на ось L, если 
[image: image480.wmf]AB

=5, а угол между осью и вектором равен 
[image: image481.wmf]6

p

.

2. Найти проекцию суммы векторов 
[image: image482.wmf]c

b

a

+

+

 на ось L, если 
[image: image483.wmf]3

c

b

a

=

=

=

 и угол 
[image: image484.wmf]j

 между векторами 
[image: image485.wmf]c

b

a

,

,

 и осью L соответственно равен 
[image: image486.wmf]2

3

p

p

p

,

,

.

3. Даны точки М1(1; 2; 3) и М2 (0; -3; 7). Найти координаты вектора [image: image487.wmf]2

1

M

M

.

4. Даны векторы 
[image: image488.wmf]a

=(2;-3;5) и 
[image: image489.wmf]b

=(1;6;-2). Записать векторы 
[image: image490.wmf]a

+
[image: image491.wmf]b

 и 
[image: image492.wmf]a

-
[image: image493.wmf]b

 в координатной форме.

5. Даны точки М1(1; 3; -12) и M2(6; 0; 3). Точка М делит отрезок М1М2 в отношении 3:2. Найти координаты М (x; y; z).

6. Найти орт вектора [image: image494.wmf]a

=12
[image: image495.wmf]i

-4
[image: image496.wmf]j

+3
[image: image497.wmf]k

 и его направляющие косинусы.

7. Найти площадь треугольника с вершинами в точках 
[image: image498.wmf]);
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EMBED Equation.3[image: image499.wmf]);
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EMBED Equation.3[image: image500.wmf]).
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8. Выясните компланарны векторы 
[image: image501.wmf](

)

,

4

;

2

;

1

-

а

 
[image: image502.wmf](
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 и 
[image: image503.wmf](
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.
9. Вычислите объем пирамиды построенной на векторах, данные взять из пункта 8.

Вариант 2

1. Найти проекцию вектора 
[image: image504.wmf]AB

 на ось L, если 
[image: image505.wmf]AB

=4, а угол между осью и вектором равен 
[image: image506.wmf]3

p

.

2. Найти проекцию суммы векторов 
[image: image507.wmf]c

b

a

+

+

 на ось L, если 
[image: image508.wmf]2

=

=

=

c

b

a

 и угол 
[image: image509.wmf]j

 между векторами 
[image: image510.wmf]c

b

a

,

,

 и осью L соответственно равен 
[image: image511.wmf]2

3

p

p

p

,

,

.

3. Даны точки М1(2; 2; 4) и М2(1; -1; 0). Найти координаты вектора [image: image512.wmf]2

1

M

M

.

4. Даны векторы 
[image: image513.wmf]a

=(1;-3;-4) и 
[image: image514.wmf]b

=(5;3;0). Записать векторы 
[image: image515.wmf]a

+
[image: image516.wmf]b

 и 
[image: image517.wmf]a

-
[image: image518.wmf]b

 в координатной форме.

5. Даны точки М1(2; 6; -1) и M2(4; 0; 2). Точка М делит отрезок М1М2 в отношении 1:2. Найти координаты М (x; y; z).

6. Найти орт вектора [image: image519.wmf]a

=2
[image: image520.wmf]i

-3
[image: image521.wmf]j

+
[image: image522.wmf]k

 и его направляющие косинусы.

7. Найти площадь треугольника с вершинами в точках 
[image: image523.wmf]);
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8. Выясните компланарны векторы 
[image: image526.wmf](

)
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[image: image527.wmf](
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9. Вычислите объем параллелепипеда построенного на векторах, данные взять из пункта 8.

Вариант 3

1. Найти проекцию вектора 
[image: image529.wmf]AB

 на ось L, если 
[image: image530.wmf]AB

=3, а угол между осью и вектором равен 
[image: image531.wmf]4

p

.

2. Найти проекцию суммы векторов 
[image: image532.wmf]c

b

a

+

+

 на ось L, если 
[image: image533.wmf]6

=

=

=

c

b

a

 и угол 
[image: image534.wmf]j

 между векторами 
[image: image535.wmf]c

b

a

,

,

 и осью L соответственно равен 
[image: image536.wmf]2

3

p

p

p

,

,

.

3. Даны точки М1(2; 0; -3) и М2(1; -1; 2). Найти координаты вектора [image: image537.wmf]2

1

M

M

.

4. Даны векторы 
[image: image538.wmf]a

=(4;-3;0) и 
[image: image539.wmf]b

=(4;2;-1). Записать векторы 
[image: image540.wmf]a

+
[image: image541.wmf]b

 и 
[image: image542.wmf]a

-
[image: image543.wmf]b

 в координатной форме.

5. Даны точки М1(10; 4; -2) и M2(1; 8; 4). Точка М делит отрезок М1М2 в отношении 3:4. Найти координаты М (x; y; z).

6. Найти орт вектора [image: image544.wmf]a

=5
[image: image545.wmf]i

+4
[image: image546.wmf]j

-2
[image: image547.wmf]k

 и его направляющие косинусы.

7. Найти площадь треугольника с вершинами в точках 
[image: image548.wmf]);
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8. Выясните компланарны векторы 
[image: image551.wmf](
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9. Вычислите объем пирамиды построенной на векторах, данные взять из пункта 8.

Вариант 4

1. Найти проекцию вектора 
[image: image554.wmf]AB

 на ось L, если 
[image: image555.wmf]AB

=8, а угол между осью и вектором равен 
[image: image556.wmf]6

p

.

2. Найти проекцию суммы векторов 
[image: image557.wmf]c

b

a

+

+

 на ось L, если 
[image: image558.wmf]1

=

=

=

c

b

a

 и угол 
[image: image559.wmf]j

 между векторами 
[image: image560.wmf]c

b

a

,

,

 и осью L соответственно равен 
[image: image561.wmf]2

3

p

p

p

,

,

.

3. Даны точки М1(4; 0; -3) и М2(-1; 2; 7). Найти координаты вектора [image: image562.wmf]2

1

M

M

.

4. Даны векторы 
[image: image563.wmf]a

=(-1;3;8) и 
[image: image564.wmf]b

=(3;-1;-5). Записать векторы 
[image: image565.wmf]a

+
[image: image566.wmf]b

 и 
[image: image567.wmf]a

-
[image: image568.wmf]b

 в координатной форме.

5. Даны точки М1(4; 3; -5) и M2(-1; -2; 0). Точка М делит отрезок М1М2 в отношении 1:2. Найти координаты М (x; y; z).

6. Найти орт вектора [image: image569.wmf]a

=-3
[image: image570.wmf]i

+2
[image: image571.wmf]j

-7
[image: image572.wmf]k

 и его направляющие косинусы.

7. Найти площадь треугольника с вершинами в точках 
[image: image573.wmf]);
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8. Выясните компланарны векторы  
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9. Вычислите объем параллелепипеда построенного на векторах, данные взять из пункта 8.
Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил 7 заданий без ошибок, приступил к выполнению 8-го задания или допустил ошибку при его решении 

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 4-5 заданий.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 7. Составление уравнений прямых и кривых второго порядка
Цель: 

- закрепить умения и  навыки решать простые задачи по аналитической геометрии кривых;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень знаний по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 66-67.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 27-41.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 129-150.
Общие теоретические положения

В аналитической геометрии линия на плоскости определяется как множество точек, координаты которых удовлетворяют уравнению F(x,y)=0. При этом на функцию F должны быть наложены ограничения так, чтобы, с одной стороны, это уравнение имело бесконечное множество решений и, с другой стороны, чтобы это множество решений не заполняло “куска плоскости”. Важный класс линий составляют те, для которых функция F(x,y) есть многочлен от двух переменных, в этом случае линия, определяемая уравнением F(x,y)=0, называется алгебраической. Алгебраические линии, задаваемые уравнением первой степени, cуть прямые. Уравнение второй степени, имеющее бесконечное множество решений, определяет эллипс, гиперболу, параболу или линию, распадающуюся на две прямые.

Пусть на плоскости задана прямоугольная декартова система координат. Прямая на плоскости может быть задана одним из уравнений:

1. Общее уравнение прямой:

Ax + By + C = 0. 


(1)

Вектор 
[image: image579.wmf]
[image: image580.wmf]n

>0, 
[image: image581.wmf]n

(А,В) ортогонален прямой, числа A и B одновременно не равны нулю.

2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом:

y - yo = k (x - xo), 


(2)

где k - угловой коэффициент прямой, то есть k = tg 
[image: image582.wmf]a

, где 
[image: image583.wmf]a

 - величина угла, образованного прямой с осью Оx, M (xo, yo) - некоторая точка, принадлежащая прямой.

Уравнение (2) принимает вид y = kx + b, если M (0, b) есть точка пересечения прямой с осью Оy.

3. Уравнение прямой в отрезках:

x/a + y/b = 1, 


(3)

где a и b - величины отрезков, отсекаемых прямой на осях координат.

4. Уравнение прямой, проходящей через две данные точки - A(x1, y1) и B(x2, y2):

[image: image584.png]


. 


(4)

5. Уравнение прямой, проходящей через данную точку A(x1, y1) параллельно данному вектору 
[image: image585.wmf]а

>0, 
[image: image586.wmf]а

(m, n):

[image: image587.png]


. 


(5)

6. Нормальное уравнение прямой:


[image: image588.wmf]0
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(6)

где 
[image: image589.wmf]r

 - радиус-вектор произвольной точки M(x, y) этой прямой, 
[image: image590.wmf]0

n

 - единичный вектор, ортогональный этой прямой и направленный от начала координат к прямой, р - расстояние от начала координат до прямой.

Нормальное уравнение прямой в координатной форме имеет вид:

xcos
[image: image591.wmf]a

 + ysin
[image: image592.wmf]a

 - р = 0,

где 
[image: image593.wmf]a

 - величина угла, образованного прямой с осью Оx.

Уравнение пучка прямых с центром в точке А(x1, y1) имеет вид:

y-y1 = 
[image: image594.wmf]l

(x-x1),

где 
[image: image595.wmf]l

 - параметр пучка. Если пучок задается двумя пересекающимися прямыми A1 x + B1 y + C1= 0, A2 x + B2 y + C2 = 0, то его уравнение имеет вид:


[image: image596.wmf]l

 (A1 x + B1 y + C1) + 
[image: image597.wmf]m

 (A2 x + B2 y + C2)=0,

где 
[image: image598.wmf]l

 и 
[image: image599.wmf]m

 - параметры пучка, не обращающиеся в 0 одновременно.

Величина угла между прямыми y = kx + b и y = k1 x + b1 задается формулой: 
[image: image600.wmf]k
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Равенство 1 + k1k = 0 есть необходимое и достаточное условие перпендикулярности прямых.

Для того, чтобы два уравнения

A1x + B1y + C1= 0, 


(7)

A2x + B2y + C2 = 0, 


(8)

задавали одну и ту же прямую, необходимо и достаточно, чтобы их коэффициенты были пропорциональны:

A1/A2 = B1/B2 = C1/C2.

Уравнения (7), (8) задают две различные параллельные прямые, если A1/A2 = B1/B2 и B1/B2 
[image: image601.wmf]¹

C1/C2; прямые пересекаются, если A1/A2 
[image: image602.wmf]¹

B1/B2.

Расстояние d от точки Mо(xо, yо) до прямой есть длина перпендикуляра, проведенного из точки Mо к прямой. Если прямая задана нормальным уравнением, то 
[image: image603.wmf]р
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 - радиус-вектор точки Mо или, в координатной форме, 
[image: image605.wmf]p
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Общее уравнение кривой второго порядка имеет вид:

a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2a1x +2a2y +a = 0.

Предполагается, что среди коэффициентов уравнения a11, a12, a22 есть отличные от нуля.

Уравнение окружности с центром в точке С(a, b) и радиусом, равным R:

(x - a)2 + (y - b)2 = R2. 


(9)

Эллипсом называется геометрическое место точек, сумма расстояний которых от двух данных точек F1 и F2 (фокусов) есть величина постоянная, равная 2a.

Каноническое (простейшее) уравнение эллипса:

x2/a2 + y2/a2 = 1 



(10)

Эллипс, заданный уравнением (10), симметричен относительно осей координат. Параметры a и b называются полуосями эллипса.

Пусть a>b, тогда фокусы F1 и F2 находятся на оси Оx на расстоянии 
[image: image606.wmf]2
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 от начала координат. Отношение c/a =
[image: image607.wmf]e

< 1 называется эксцентриситетом эллипса. Расстояния от точки M(x, y) эллипса до его фокусов (фокальные радиусы-векторы) определяются формулами:

r1 = a - 
[image: image608.wmf]e

x, r2 = a +
[image: image609.wmf]e

x.

Если же a < b, то фокусы находятся на оси Оy, 

[image: image610.wmf]2
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, 
[image: image611.wmf]e

 = c/b, r1 = b + 
[image: image612.wmf]e

x, r2 = b - 
[image: image613.wmf]e

x.

Если a = b, то эллипс является окружностью с центром в начале координат радиуса a.

Гиперболой называется геометрическое место точек, разность расстояний которых от двух данных точек F1 и F2 (фокусов) равна по абсолютной величине данному числу 2a.

Каноническое уравнение гиперболы:

x2/a2 - y2/b2 = 1 



(11)

Гипербола, заданная уравнением (11), симметрична относительно осей координат. Она пересекает ось Оx в точках A (a,0) и A (-a,0) - вершинах гиперболы и не пересекает ось Оy. Параметр a называется вещественной полуосью, b - мнимой полуосью. Параметр 
[image: image614.wmf]2
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 есть расстояние от фокуса до начала координат. Отношение c/a =
[image: image615.wmf]e

>1 называется эксцентриситетом гиперболы. Прямые, уравнения которых y = 
[image: image616.wmf]±

b/a, x называются асимптотами гиперболы. Расстояния от точки M(x,y) гиперболы до ее фокусов (фокальные радиусы-векторы) определяются формулами:
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Гипербола, у которой a = b, называется равносторонней, ее уравнение x2 - y2 = a2, а уравнение асимптот y = 
[image: image619.wmf]±

x. Гиперболы x2/a2 - y2/b2 = 1 и y2/b2 - x2/a2 = 1 называются сопряженными.

Параболой называется геометрическое место точек, одинаково удаленных от данной точки (фокуса) и данной прямой (директрисы).

Каноническое уравнение параболы имеет два вида:

1. y2 = 2рx - парабола симметрична относительно оси Оx.

2. x2 = 2рy - парабола симметрична относительно оси Оy.

В обоих случаях р>0 и вершина параболы, то есть точка, лежащая на оси симметрии, находится в начале координат.

Парабола, уравнение которой y2 = 2рx имеет фокус F(р/2,0) и директрису x = - р/2, фокальный радиус-вектор точки M(x,y) на ней r = x+ р/2.

Парабола, уравнение которой x2 =2рy имеет фокус F(0, р/2) и директрису y = - р/2; фокальный радиус-вектор точки M(x,y) параболы равен r = y + р/2.

Уравнение F(x, y) = 0 задает линию, разбивающую плоскость на две или несколько частей. В одних из этих частей выполняется неравенство F(x, y)<0, а в других - неравенство F(x, y)>0. Иными словами, линия F(x, y)=0 отделяет часть плоскости, где F(x, y)>0, от части плоскости, где F(x, y)<0.

Прямая, уравнение которой Ax+By+C = 0, разбивает плоскость на две полуплоскости. На практике для выяснения того, в какой полуплоскости мы имеем Ax+By+C<0, а в какой Ax+By+C>0, применяют метод контрольных точек. Для этого берут контрольную точку (разумеется, не лежащую на прямой, уравнение которой Ax+By+C = 0) и проверяют, какой знак имеет в этой точке выражение Ax+By+C. Тот же знак имеет указанное выражение и во всей полуплоскости, где лежит контрольная точка. Во второй полуплоскости Ax+By+C имеет противоположный знак.

Точно так же решаются и нелинейные неравенства с двумя неизвестными. 

Например, решим неравенство x2-4x+y2+6y-12>0. Его можно переписать в виде (x-2)2 + (y+3)2 - 25>0.

Уравнение (x-2)2 + (y+3)2 - 25 = 0 задает окружность с центром в точке C(2,-3) и радиусом 5. Окружность разбивает плоскость на две части - внутреннюю и внешнюю. Чтобы узнать, в какой из них имеет место данное неравенство, возьмем контрольную точку во внутренней области, например, центр C(2,-3) нашей окружности. Подставляя координаты точки C в левую часть неравенства, получаем отрицательное число -25. Значит, и во всех точках, лежащих внутри окружности, выполняется неравенство x2-4x+y2+6y-12 < 0. Отсюда следует, что данное неравенство имеет место во внешней для окружности области.

Пример 1. Составьте уравнения прямых, проходящих через точку A(3,1) и наклоненных к прямой 2x+3y-1 = 0 под углом 45o.

Решение. Будем искать уравнение прямой в виде y=kx+b. Поскольку прямая проходит через точку A, то ее координаты удовлетворяют уравнению прямой, т.е. 1=3k+b, 
[image: image620.wmf]Þ

 b=1-3k. Величина угла между прямыми y= k1x+b1 и y= kx+b определяется формулой 
[image: image621.wmf]k
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. Так как угловой коэффициент k1 исходной прямой 2x+3y-1=0 равен -2/3, а угол 
[image: image622.wmf]j

= 45o, то имеем уравнение для определения k:

(2/3 + k)/(1 - 2/3k) = 1 или (2/3 + k)/(1 - 2/3k) = -1.

Имеем два значения k: k1 =1/5, k2 =-5. Находя соответствующие значения b по формуле b=1-3k, получим две искомые прямые, уравнения которых: x - 5y + 2 = 0 и 5x + y - 16 = 0.

Пример 2. При каком значении параметра t прямые, уравнения которых 3tx-8y+1 = 0 и (1+t)x-2ty = 0, параллельны?

Решение. Прямые, заданные общими уравнениями, параллельны, если коэффициенты при x и y пропорциональны, т.е. 3t/(1+t) = -8/(-2t). Решая полученное уравнение, находим t: t1 = 2, t2 = -2/3.

Пример 3. Найти уравнение общей хорды двух окружностей: x2 +y2 =10 и x2+y2-10x-10y+30=0.

Решение. Найдем точки пересечения окружностей, для этого решим систему уравнений:

[image: image623.png]+yt=10
10-102-105+30=0

= +@-0=10
y=d-x

34yt
+y7 =10
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= 4y’ =10
=
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Решая первое уравнение, находим значения x1 = 3, x2 = 1. Из второго уравнения - соответствующие значения y: y1 = 1, y2 = 3. Теперь получим уравнение общей хорды, зная две точки А(3,1) и B(1,3), принадлежащие этой прямой: (y-1)/(3-1) = (x-3)/(1-3), или y+ x - 4 = 0.

Пример 4. Как расположены на плоскости точки, координаты которых удовлетворяют условиям (x-3)2 + (y-3)2< 8, x>y?

Решение. Первое неравенство системы определяет внутренность круга, не включая границу, т.е. окружность с центром в точке (3,3) и радиуса [image: image624.png]


. Второе неравенство задает полуплоскость, определяемую прямой, уравнение которой x = y, причем, так как неравенство строгое, точки самой прямой не принадлежат полуплоскости, а все точки ниже этой прямой принадлежат полуплоскости. Поскольку мы ищем точки, удовлетворяющие обоим неравенствам, то искомая область - внутренность полукруга.

Пример 5. Вычислить длину стороны квадрата, вписанного в эллипс, уравнение которого x2/a2 + y2/b2 = 1.

Решение. Пусть М(с, с) - вершина квадрата, лежащая в первой четверти. Тогда сторона квадрата будет равна 2с. Т.к. точка М принадлежит эллипсу, ее координаты удовлетворяют уравнению эллипса c2/a2 + c2/b2 = 1, откуда c = ab/ [image: image625.png]


; значит, сторона квадрата - 2ab/ [image: image626.png]


.

Пример 6. Зная уравнение асимптот гиперболы y = 
[image: image627.wmf]±

0,5 x и одну из ее точек М(12, 3[image: image628.png]


), составить уравнение гиперболы.

Решение. Запишем каноническое уравнение гиперболы: x2/a2 - y2/b2 = 1. Асимптоты гиперболы задаются уравнениями y = 
[image: image629.wmf]±

0,5 x, значит, b/a = 1/2, откуда a=2b. Поскольку М - точка гиперболы, то ее координаты удовлетворяют уравнению гиперболы, т.е. 144/a2 - 27/b2 = 1. Учитывая, что a = 2b, найдем b: b2=9 
[image: image630.wmf]Þ

 b=3 и a=6. Тогда уравнение гиперболы - x2/36 - y2/9 = 1.

Пример 7. Вычислить длину стороны правильного треугольника ABC, вписанного в параболу с параметром р, предполагая, что точка А совпадает с вершиной параболы.

Решение. Каноническое уравнение параболы с параметром р имеет вид y2 =2рx, вершина ее совпадает с началом координат, и парабола симметрична относительно оси абсцисс. Так как прямая AB образует с осью Ox угол в 30o, то уравнение прямой имеет вид: y = [image: image631.png]


x.
Следовательно, мы можем найти координаты точки B, решая систему уравнений y2=2рx, y = [image: image632.png]


x, откуда x = 6р, y = 2[image: image633.png]


р. Значит, расстояние между точками A(0,0) и B(6р, 2[image: image634.png]


р) равно 4[image: image635.png]


р.

Общее уравнение линий второго порядка

Уравнения кривых второго порядка с осями симметрии, параллельными координатным осям

Найдем сначала уравнение эллипса с центром в точке [image: image636.png]Oy(x5:%,)



, оси симметрии которого параллельны координатным осям Ох и Оу и полуоси соответственно равны а и b. Поместим в центре эллипса [image: image637.png]


 начало новой системы координат [image: image638.png]Opx'y'



, оси которой [image: image639.png]


 и [image: image640.png]


 параллельны соответствующим осям Ох и Оу и одинаково с ними направлены (см. рис. 1).
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Рис. 1.

В этой системе координат уравнение эллипса имеет вид
[image: image642.png]



Так как [image: image643.png]


, то в старой системе координат уравнение эллипса запишется в виде

[image: image644.png]



Аналогично рассуждая, получим уравнение гиперболы с центром в точке [image: image645.png]Oy (xg:>0)



 и полуосями а и b (см. рис. 2):
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Рис. 2

И, наконец, параболы, изображенные на рисунке 3, имеют соответствующие уравнения. 

[image: image648.png]=y =2p(x—%)




[image: image649.png]



[image: image650.png]


 [image: image651.jpg]


 [image: image652.png]
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Рис. 3

[image: image654.png]



[image: image655.png]



Уравнение Ac2 + Су2 + 2Dx + 2Еу + F = О

Уравнения эллипса, гиперболы, параболы и уравнение окружности [image: image656.png](=5 + -y =R



 после преобразований (раскрыть скобки, перенести все члены уравнения в одну сторону, привести подобные члены, ввести новые обозначения для коэффициентов) можно записать с помощью единого уравнения вида

[image: image657.png]Ax*+CY +2Dx+ 2By +F =0





(1),
где коэффициенты А и С не равны нулю одновременно.

Возникает вопрос: всякое ли уравнение вида (1) определяет одну из кривых (окружность, эллипс, гипербола, парабола) второго порядка? 

Ответ дает следующая теорема.

Теорема. Уравнение (1) всегда определяет: либо окружность (при А=С), либо эллипс (при А•С > 0), либо гиперболу (при А•С < 0), либо параболу (при АС = 0). При этом возможны случаи вырождения: для эллипса (окружности) - в точку или мнимый эллипс (окружность), для гиперболы - в пару пересекающихся прямых, для параболы - в пару параллельных прямых.

Пример 1. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением [image: image658.png]dx® +5y" +20x-30y +1




.
Решение: Предложенное уравнение определяет эллипс [image: image659.png]4.5>0)



. Действительно, проделаем следующие преобразования:

[image: image660.png]4[7. +5x+24]+5(y’—sy+9) 25-45+10=0,




[image: image661.png]



Получилось каноническое уравнение эллипса с центром в [image: image662.png]


 и полуосями [image: image663.png]


 и [image: image664.png]


.

Пример 2. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением х2 + 10х - 2у + 11 = 0.

Решение: Указанное уравнение определяет параболу (С = 0). 
Действительно,

[image: image665.png]7 +10x+25-2y+11-25=0,




[image: image666.png](x+5¢ =2p+14, (x+5F =2(y+7)



.

Получилось каноническое уравнение параболы с вершиной в точке [image: image667.png]O\(-5-7)



 и [image: image668.png]


.
Пример 3. Установить вид кривой второго порядка, заданной уравнением[image: image669.png]dx* -y  +8x-8y-12=0(4.C




.

Решение: Преобразуем уравнение:
[image: image670.png]42 +2x+1)- 7 +8y +16)-4+16-12=0
Ax+1P - (r+4af =0
QE+1+(p+a)*2x+1)-(p+4)=0

(2x+y+6)(2x—y-2)=0.




Это уравнение определяет две пересекающиеся прямые [image: image671.png]2x+y+6=0 u 2x-y-2




Общее уравнение второго порядка

Рассмотрим теперь общее уравнение второй степени с двумя неизвестными: 

Ax2 + 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F == 0

(2)

Оно отличается от уравнения (1) наличием члена с произведением координат [image: image672.png]B=0



. Можно, путем поворота координатных осей на угол [image: image673.png]


, преобразовать это уравнение, чтобы в нем член с произведением координат отсутствовал. Используя формулы поворота осей 

[image: image674.png]x'cos@—y'sin @, y=x'sin@+y'cosa,




 
выразим старые координаты через новые:

[image: image675.png]Alx'cosa— y'sin @ +2B(x'cos - y'sin a)(x'sin @+ y'cos &)+
+C(x'sin @+y'cos @) +2D(x' cos @~ 'sin @)+
28(x'sin @+ y cos@)+ F





Выберем угол [image: image676.png]


 так, коэффициент при[image: image677.png]


 обратился в нуль, т.е. чтобы выполнялось равенство

[image: image678.png]- 2Acosasin a+ 28(cos @—sin * @)+ 2C sin @cos





т.е. [image: image679.png]{(C'— A)sin 2a+ 2B cos 2a







(3)
т.е.[image: image680.png]



Отсюда [image: image681.png]T
=TT








(4)
Таким образом, при повороте осей на угол [image: image682.png]


, удовлетворяющий условию (4).

Вывод: общее уравнение второго порядка (2) определяет на плоскости (если не считать случаев вырождения и распадения) следующие кривые: окружность, эллипс, гиперболу, параболу.

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3.Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Назовите уравнение прямой в различных видах 

2. Назовите уравнение эллипса?

3. Назовите уравнение параболы?

4. Назовите уравнение гиперболы?

Текст практической работы:

Задание к работе:

	Вариант 1
	Вариант 2

	1. Составьте уравнение окружности, проходящей через точки (0; 1), (2; 0), (3; -1).
	1. Найдите уравнение окружности, касающейся оси Ох в начале координат и пересекающей ось Оу в точке А(0; 10).

	2. Найдите длины осей, координаты фокусов и эксцентриситет эллипса [image: image683.png]4t v op?




.
	2. Составьте каноническое уравнение эллипса, эксцентриситет которого равен 0,5, а большая полуось а=12.

	3. Действительная полуось гиперболы равна 5, а эксцентриситет 1,4. Составьте уравнение гиперболы.
	3. Составьте каноническое уравнение гиперболы, если расстояние между вершинами ее равно 20, а расстояние между фокусами 30.

	4. Выведите уравнение параболы, имеющей директрису 2х+у=0 и фокус F(-2; -1).
	4. Парабола симметрична относительно оси Ох, проходит через точку А(4; -1), а вершина ее лежит в начале координат. Составьте ее уравнение.

	5.Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, что:
а) его малая ось равна 24, расстояние между фокусами равно 10;
б) расстояние между фокусами равно 6, эксцентриситет равен 3/5;
в) расстояние между фокусами равно 4, расстояние между директрисами равно 5;
г) расстояние между директрисами равно 32, эксцентриситет равен 0,5
	5.Составить каноническое уравнение гиперболы, если известно, что:

а) расстояние между вершинами равно 8, расстояние между фокусами

равно 10;

б) действительная полуось равна 5, вершины делят расстояние между  центром и фокусом пополам;

в) действительная ось равна 6, гипербола проходит через точку А (9, − 4);

г) точки Р( − 5, 2) и Q ( 2 5 , 2) лежат на гиперболе.


Оценка выполнения практической  работы

За правильный ответ на вопросы или верное решение задачи  выставляется положительная оценка – 1 балл. За неправильный ответ на вопросы или неверное решение задачи  выставляется отрицательная оценка – 0 баллов. 
Практическое занятие № 8. Проверочная работа по разделу Основы аналитической геометрии

Цель работы: 

- проверка усвоения знаний по составлению уравнений прямых и кривых 2-го порядка. Повторить и систематизировать знания по данной теме; 
- освоить способы составления уравнений прямых и кривых 2-го порядка, их построение.
Режим контроля:

Проверочная работа состоит из 5 заданий. 

Время на выполнение проверочной работы 90 минут. 

Оценка выполнения проверочной работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил 4 задания без ошибок, приступил к выполнению 5-го задания или допустил ошибку ошибку при решении 5-го задания

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 3 задания.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Вариант 1
1. В треугольнике АВС, ВМ – медиана, А(-1; 2; 2), В(2; -2; -1). Найти: 
а) координаты точки С; б) длину стороны ВС.

2. Вычислить угол между прямыми АВ и СD, если А ([image: image685.png]


; 1; 0), В(0; 0; 2[image: image687.png]


), С(0; 2; 0), D([image: image689.png]


; 1; 2[image: image691.png]


).

3. Составьте уравнение окружности с центром в точке (-3; 0) и проходящей через точку (2; 4).

4. Составьте уравнение гиперболы, если её вершины находятся в точках (-3; 0) и (3; 0), а фокусы – в точках (-3[image: image693.png]


; 0) и (3[image: image695.png]


; 0).

5. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку М (-2; 3; 4) и параллельной плоскости x +2y -3z + 4= 0.

Вариант 2

1. В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в точке О, А (1; 3; -1), В (-2; 1; 0), О (0; 1,5; 0). Найдите: а) координаты точки С; б) длину стороны ВС.

2. Вычислить угол между прямыми АВ и СD, если А (6; -4; 8), В (8; -2;4), С (12; -6; 4), D(14; -6; 2).

3. Составьте уравнение эллипса, если две его вершины находятся в точках (0; -8) и (0; 8), а фокусы -  в точках (-5; 0) и (5; 0).

4. Составьте уравнение гиперболы с фокусами на оси ОХ, если её действительная ось равна 26, а мнимая ось равна 42.

5. Напишите уравнение прямой, проходящей через точку М (2; 1; 3) и параллельной вектору [image: image697.png]


 [image: image699.png]



Вариант 3

1. В треугольнике АВС, ВМ – медиана, А (-2; 4; 4), В (4; -4; -12), М (2; 2; -2). Найти: а) координаты точки С; б) длину стороны ВС.

2. Вычислить угол между прямыми ВА и ВС, если А (-1; 4; 1), В (3; 4; -2), С (5; 2; -1).

3. Составьте уравнение окружности с центром в точке (5; -7) и проходящей через точку (2; -3).

4. Составьте уравнение гиперболы, если её вершины находятся в точках (-3; 0) и (3; 0), а фокусы – в точках (-5; 0) и (5; 0).

5. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку М (2; 2; -2) и параллельной плоскости  x +2y -3z = 0.

Вариант 4

1. В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в точке О, А (2; 6; -2), В (-4; 2; 0), О(0; 3; 0). Найдите: а) координаты точки С; б) длину стороны ВС.

2. Вычислить угол между прямыми АВ и СD, если А (3; -2; 4), В (4; -1;2), С(16; -3; 2), D(17; -3; 1).

3. Составьте уравнение эллипса, если две его вершины находятся в точках (0; -6) и (0; 6), а фокусы -  в точках (-3; 0) и (3; 0).

4. Составьте уравнение гиперболы с фокусами на оси ОХ, если её действительная ось равна 24, а мнимая ось равна 40.

5. Напишите уравнение прямой, проходящей через точку М (3; 2; 1) и параллельной вектору [image: image701.png]


 [image: image703.png]



Контрольные вопросы по теме

1. Что называется, уравнением прямой?

2. Каким уравнением описывается прямая на плоскости?

3. Как записывается каноническое уравнение прямой?

4. Запишите уравнения осей координат.

5. Запишите уравнения прямых, параллельных осям координат.

6. Сформулируйте правило составления уравнения прямой на плоскости.

7. Запишите уравнение прямой с угловым коэффициентом.

8. Сформулируйте условие параллельности прямых.

9. Сформулируйте условие перпендикулярности прямых.

10. Как найти угол между прямыми?

11. Каким уравнением описывается кривая на плоскости?

12. Запишите каноническое уравнение эллипса.

13. Что называется, эксцентриситетом эллипса? Какова его величина?

14. Чему равен эксцентриситет окружности?

15. Запишите каноническое уравнение гиперболы.

16. Запишите уравнение равносторонней гиперболы.

17. Запишите каноническое уравнение параболы, директрисы параболы.

Практическое занятие № 9. Вычисление пределов с помощью первых замечательных пределов, раскрытие неопределенностей
Цель работы: 

- формировать умения и навыки вычисления пределов, используя свойства эквивалентных бесконечно малых функций;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 99-102.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 53-54.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 170-173.
Общие теоретические положения:

Эквивалентные бесконечно малые функции

Две б.м.ф. сравниваются между собой при с помощью их отношения.

Пусть 
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Теорема: Предел отношения двух бесконечно малых функций не изменится, если каждую или одну из них заменить эквивалентной ей бесконечно малой.

Теорема: Разность двух эквивалентных бесконечно малых функций есть бесконечно малая более высокого порядка, чем каждая из них.

Теорема: Сумма конечного числа бесконечно малых функций разных порядков эквивалентна слагаемому низшего порядка.

Слагаемое, эквивалентное сумме бесконечно малых, называется главной частью этой суммы.

Замена суммы б.м.ф. ее главной частью называется отбрасыванием бесконечно малых высшего порядка.

Пример:

Найти предел 
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Решение: 
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Применение эквивалентных бесконечно малых  функций

Для раскрытия неопределённостей вида 
[image: image729.wmf]0

0

 часто бывает полезным применять принцип замены бесконечно малых эквивалентными и другие свойства эквивалентных бесконечно малых функций.

Ниже приведены важнейшие эквивалентности, которые используются при вычислении пределов:

Важнейшие эквивалентности:
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Примеры:

С помощью замены на эквивалентные найти пределы:


[image: image732.wmf](

)

(

)

5

3

5

х

3

х

 

5

~

5

sin

   

3;

~

3

1

ln

5

sin

3

1

ln

)

1

lim

lim

0

0

=

=

+

=

+

®

®

х

х

х

х

х

х

х

.


[image: image733.wmf](

)

[

]

=

-

-

=

-

=

-

+

=

-

+

®

®

®

®

2

0

2

0

2

0

4

2

0

cos

1

4

1

cos

4

4

1

cos

1

ln

1

1

cos

ln

)

2

lim

lim

lim

lim

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х



EMBED Equation.3[image: image734.wmf].
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2

1

2

1

2

1

1

)

4

lim

lim

lim

0

2

0

2

0

=

+

=

+

=

-

+

+

®

®

®

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х


Практическое задание
Пользуясь методом замены бесконечно малых эквивалентами, найти пределы:
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Задания распределяются по вариантам: 

Вариант 1 – 1,6,11,16,21,26,31;
Вариант 2 -2,7,12,17,22,27,32;

Вариант 3 – 3,8,13,18,23,28,33;
Вариант 4 – 4,9,14,19,24,29,34;

Вариант 5 -5,9,15,19,25,29,35

Оценка выполнения практической  работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил 6 заданий без ошибок, приступил к выполнению 7-го задания или допустил ошибку при его решении 

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 4-5 заданий.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 10. Вычисление односторонних пределов. Классификация точек разрыва
Цель работы:

- формировать умения и навыки вычисления односторонних  пределов, ввести понятие точек разрыва и их классификацию;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник, - «Академия»,- 2014 , с. 106-112 

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 54

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 180

Общие теоретические положения

Определение. Функция y=f(x) называется непрерывной в точке x=a, если 
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Определение. Все точки, в которых функция не обладает свойством непрерывности, называются точками разрыва.

Определение. Если функция y=f(x) обладает свойством неопределенности в каждой точке некоторого множества {x}, то говорят, что она непрерывна на множестве.

Рассмотрим важные типы точек разрыва.

Точки разрыва первого рода.

1.1 Точки устранимого разрыва I рода.
Точка 
[image: image756.wmf]a
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 называется точкой устранимого разрыва I рода, если функция 
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 справа и слева от точки 
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 имеет конечные и равные предельные значения т.е.
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Рассмотрим пример. Пусть 
[image: image760.wmf])
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 задана графически (см. рис.1), при этом f(a) не определено, т.е. 
[image: image761.wmf]a
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 является точкой разрыва. 
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Рис. 1. Иллюстрация к примеру

Т.к. 
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, то точка 
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 является точкой устранимого разрыва, т.к. функцию можно задать следующим образом:
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Вводя предельное значение в область определения функции, устраним разрыв.

1.2 Точки неустранимого разрыва I рода. 

Точка 
[image: image768.wmf]a

x

=

 является точкой неустранимого разрыва I рода, если справа и слева от точки 
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 существуют конечные предельные значения функции, но они не равны, т.е.
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Рассмотрим пример. Пусть 
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 задана графически и в точке 
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 не имеет конечного значения
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 функция делает «скачок». Точка 
[image: image780.wmf]a

x
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 является точкой неустранимого разрыва I рода.
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Рис. 2. Иллюстрация к примеру

2. Точки разрыва II рода

Точка 
[image: image782.wmf]a

x

=

 является точкой разрыва II рода, если в этой точке функция не имеет, по крайней мере, одного из односторонних предельных значений или хотя бы одно из односторонних предельных значений бесконечно.

Упрощенно говоря, что все точки разрыва, которые не являются точками разрыва I рода, являются точками разрыва II рода.

Рассмотрим примеры функций? представленных графически (рис. 3, рис. 4):
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Рис. 3


Рис. 4
Точка x=a на рисунках – точка разрыва II рода.

Практическое задание
Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Материальное обеспечение.

4. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение первому замечательному пределу?

2. Где применяется пределы?

3. Запишите второй замечательный предел в логарифмической форме?

Текст практической работы:

	Вариант 1

	1. 
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	7. Исследовать функции на непрерывность:
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Вариант 2
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Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил 6 заданий без ошибок, приступил к выполнению 7-го задания или допустил ошибку при его решении 

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 4-5 заданий.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическая работа № 11. Вычисление производных сложных функций
Цель работы: 

- отработать умения и навыки вычисления производных элементарных функций, производных сложных функций и дифференциалов;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень  литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 116-121 

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 59-64

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 233-237

Общие теоретические положения:
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Примеры нахождения  производной элементарных функций:
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Производная сложной и обратной функций
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Правило нахождения производной сложной функции:

Для нахождения производной сложной функции надо производную данной функции по промежуточному аргументу умножить на производную промежуточного аргумента по независимому аргументу.

Это правило остается в силе, если промежуточных аргументов несколько.

Пример. Вычислить производную сложной функции:
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Обратная функция

Определение. Пусть задана функция 
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Теорема. Если функция 
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Пример:

1. Пользуясь правилом дифференцирования обратной функции, найти производную функции 
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Дифференциал функции

Определение. Если функция 
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При достаточно малых 
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Примеры:

1. Найти дифференциал функции у = 
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Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3.Практическое задание.

Текст практической работы:

№1. Найти производные функций:
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№2. Найти производные сложных функций:
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№3. Найти дифференциалы функций:

	
[image: image1006.wmf]x

x

y

x

x

arctg

х

y

x

x

x

y

х

х

y

x

x

y

х

y

х

e

y

х

х

y

х

x

y

x

х

sin

.

9

cos

7

sin

.

8

.

7

4

arcsin

.

6

ln

.

5

5

2

.

4

.

3

sin

ln

.

2

7

sin

.

1

2

3

2

5

=

-

+

=

+

=

+

=

=

-

=

´

=

+

=

-

=


	
[image: image1007.wmf]xarctgx

y

x

x

y

x

x

y

=

-

=

+

+

=

.

12

sin

1

cos

.

11

1

1

.

10



[image: image1008.wmf]arctgx

x

y

x

x

y

=

=

.

14

arcsin

.

13

2





№4.

1. Для функции 
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Оценка выполнения практической  работы:
	Задания
	Баллы
	Примечание

	1 
	0-42
	Каждый правильный ответ 1 балл

	2
	0-42
	Каждый правильный ответ  1  балл

	3
	28
	Каждый правильный ответ  2  балла

	4
	30
	Каждый правильный ответ  3  балла


Шкала перевода баллов в отметки

	Отметка
	Число баллов, необходимое для получения отметки

	« 5» (отлично)
	35 - 32

	« 4» (хорошо)
	31 - 28

	« 3» (удовлетворительно)
	27 - 25

	« 2 « (неудовлетворительно)
	менее  25


Практическая работа № 12. Производные и дифференциалы высших порядков. Правило Лопиталя

Цель работы: 

- формировать умения и навыки вычисления производных и дифференциалов высших порядков;
- формировать умения и навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,- «Академия»,-2014 , с. 116-121 

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 59-64

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 233-237

Общие теоретические положения:

Производные высших порядков

Производная 
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Производная n-го порядка есть производная от производной (n-1)-го порядка, т.е. 
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Производные, начиная со второй, называются производными высшего порядка.

Дифференциалы высших порядков

Дифференциал 
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Дифференциал d(dу) от дифференциала dу называется дифференциалом второго порядка функции 
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Дифференциал d(d2у) от дифференциала d2у называется дифференциалом третьего порядка функции 
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Дифференциал d(dn-1у) от дифференциала dn-1 называется дифференциалом n – го порядка функции 
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Порядок выполнения работы:

1. Используя теоретические сведения выполнить задание

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение производной произведения функции?

2. Какая функция получиться при производной нулевого порядка?

3. Чем отличается производная сложной функции от простой?

4. По какой формуле можно найти производную функции нулевого порядка?

Текст практической работы:

	1. Найти производные второго порядка от функций:
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2. Найти производные третьего порядка от функций:
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3. Найти производные n-го порядка от функций:
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	4. Найти дифференциалы второго порядка от функций:
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	5. Найти дифференциалы, указанных порядков от функций:
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Оценка выполнения практической  работы:
	Задания
	Баллы
	Примечание

	1 
	0-12
	Каждый правильный ответ 1 балл

	2-3
	0-28
	Каждый правильный ответ  2  балла

	4-5
	24
	Каждый правильный ответ  3  балла


Максимальный балл за работу – 64  балла
Шкала перевода баллов в отметки

	Отметка
	Число баллов, необходимое для получения отметки

	« 5» (отлично)
	55 - 64

	« 4» (хорошо)
	45 - 54

	« 3» (удовлетворительно)
	35 - 44

	« 2 « (неудовлетворительно)
	менее  35


Практическое занятие № 13. Исследование функций с помощью производной и построение графиков
Цель: 
- отработать навыки в применении производной и научиться строить графики функции.

Перечень литературы: 

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 243-276
Общие теоретические положения:

Общая схема исследования функции

Найти область определения функции. Выделить особые точки (точки разрыва).

Проверить наличие вертикальных асимптот в точках разрыва и на границах области определения.

Найти точки пересечения с осями координат.

Установить, является ли функция чётной или нечётной.

Определить, является ли функция периодической или нет (только для тригонометрических функций, остальные непериодические, пункт пропускается).

Найти точки экстремума и интервалы монотонности (возрастания и убывания) функции.

Найти точки перегиба и интервалы выпуклости-вогнутости.

Найти наклонные асимптоты функции.

Построить график функции.

Примеры решений: исследование функции, построение графика

Разные функции (многочлены, логарифмы, дроби) имеют свои особенности при исследовании.

Задача 1. Исследовать функцию методами дифференциального исчисления и построить график.
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Представим функцию в виде: 
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Область определения функции   D ( f) – вся числовая прямая,              

за исключением точек  х = (2   и   х = 6, т.е.
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Функция непериодическая; исследуем её на четность, нечетность
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Следовательно, данная функция не является ни чётной, ни нечётной.

Найдём точки пересечения графика с осями координат:

с осью Оу график пересекается при х = 0, при этом 

у =f (0) = 
[image: image1074.wmf]3
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т.е. М (0; 
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)  ( точка пересечения с осью Оу;

с осью Ох график пересекается в точках, в которых

f (х) = 0,  т.е. 
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откуда х = 2. 

Таким образом, М (2; 0) ( точка пересечения с осью Ох.

Находим интервалы знакопостоянства функции:

f (х) > 0   
[image: image1077.wmf]Û
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т.е. при 
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Аналогично f (х) < 0 при 
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Так как
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то х = (2 и х = 6 являются точками разрыва второго рода, 

а прямые х = (2 и х = 6 ( вертикальными асимптотами.

Поскольку 
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то горизонтальных асимптот график функции не имеет.

Наклонная асимптота задаётся уравнением 
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т.е. прямая 
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Найдём интервалы монотонности и экстремумы функции, исследуя первую производную:
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Воспользуемся методом интервалов для исследования знака производной (см. рис. 1):
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Рис. 1
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При переходе через точку
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, производная меняет знак с «+» на «(», значит это точка локального максимума.

При переходе через точку 
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, производная меняет знак с «(» на «+», значит это точка локального минимума.

При переходе через точку х = 2, производная знака не меняет, значит в этой точке функция экстремумов не имеет.

Чтобы определить интервалы выпуклости и точки перегиба, вычислим вторую производную:
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Применим метод интервалов для исследования знака второй производной (см. рис. 2):
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Рис. 2

При 
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EMBED Equation.3[image: image1114.wmf]0
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, следовательно, функция выпукла вниз.
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EMBED Equation.3[image: image1117.wmf]0
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, следовательно, функция выпукла вверх.

Учитывая всю полученную информацию о функции, строим график:

[image: image1118.jpg]



Рис. 3

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Перечислите наименование программ позволяющие строить графики функций?

2. Объясните понятие вогнутости функции?

3. Как изображается но графике экстремум функции?

4. Сформулируйте признаки возрастания и убывания функции. Сформулируйте необходимое условие существования экстремума функции. Дайте определение максимума и минимума функции.

5. Какие значения аргумента (какие точки) называются критическими? Как найти эти точки? Каковы достаточные признаки существования экстремума функции?

6. Дайте определение выпуклости, вогнутости кривой? Что называют точкой перегиба графика функции? Как найти такие точки? Сформулируйте достаточные признаки выпуклости и вогнутости кривой на заданном отрезке.

7. Что называется асимптотой кривой? Какие виды асимптот вы знаете? Как определить уравнение наклонной асимптоты?

Задание к практической работе:

Вариант 1. Исследовать функцию и построить ее график.

[image: image1119.png]y:—%(ﬁ—zx’w)




Вариант 2. Исследовать функцию с помощью производной и построить график. [image: image1120.png]



Вариант 3. Провести полное исследование функции и построить график.

[image: image1121.png]



Вариант 4. Исследовать функцию методом дифференциального исчисления и построить график.

[image: image1122.png]



Вариант 5. Исследовать функцию методами дифференциального исчисления и построить график.

[image: image1123.png]



Вариант 6. Исследовать функцию методами дифференциального исчисления и построить график.

[image: image1124.png]T3atse




Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент провел исследование функции полностью, но допустил ошибки в построении графика 

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент частично провел исследование функции, график построен неточно

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 14. Интегрирование заменой переменной и по частям

Цель : 

- формировать умения и навыки вычисления неопределенных интегралов различными методами;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 153.
Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 76.
Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 298-304

Общие теоретические положения

Неопределенный интеграл

Основные свойства неопределенного интеграла
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Таблица основных интегралов
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Основные методы интегрирования

Метод непосредственного интегрирования

Определение. Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем тождественных преобразований подынтегральной функции (или выражения) и применения свойств неопределенного интегрирования приводится к одному или нескольким табличным интегралом, называется непосредственном интегрированием.

Примеры:

1) 
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Метод интегрирования подстановкой

Метод подстановки (или замены переменной) заключается в том, что заменяют 
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4) 

Метод интегрирования по частям
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	Вид интеграла
	Подстановка
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	Двукратное интегрирование

Например:
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Примеры:

1) 
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Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.
3. Оформить отчет.
Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.
Вопросы для самоконтроля:

1. Сформулируйте основные свойства неопределенного интеграла.

2. Укажите, каковы отличия первообразного и неопределенного интеграла?

3. Пусть на некотором промежутке существует интеграл [image: image1157.png]NG| dx



. Можно ли утверждать, что существует интеграл [image: image1158.png][F(x)dx



?

Задание к практической  работе:

Вариант 1
1. Пользуясь методом подстановки вычислить интегралы:
[image: image1160.png]a) | cosxdx



                          б) [image: image1162.png]J sin(3x + 5) dx




2. Применяя метод непосредственного интегрирования, вычислить интегралы
а) [image: image1164.png]


dx    б)[image: image1166.png]J(x*+ 3x°% + x + 1)dx




3.   С помощью метода интегрирования по частям вычислить интегралы:
a) [image: image1168.png]J xInxdx



          б)[image: image1170.png]Ie’smidx




Вариант 2
1. Пользуясь методом подстановки вычислить интегралы:
[image: image1172.png]a) | sin7 xdx



                          б) [image: image1174.png]J cos(4x — 4) dx



 
2. Применяя метод непосредственного интегрирования, вычислить интегралы
[image: image1176.png]a) _r(sm;j



 + cos[image: image1178.png]


 [image: image1180.png]


          б) [image: image1182.png]



3.   С помощью метода интегрирования по частям вычислить интегралы:
a) [image: image1184.png]J(x* + 3x + 2)dx



          б)[image: image1186.png]J x sinxdx




Вариант 3

1. Пользуясь методом подстановки вычислить интегралы:
[image: image1189.png]


[image: image1191.png]a) | e* dx



                       б) [image: image1193.png]ostax




2. Применяя метод непосредственного интегрирования, вычислить интегралы
[image: image1195.png]a) J(2¥ +3%)dx



                     б) [image: image1197.png]/ casigdz



  
3.   С помощью метода интегрирования по частям вычислить интегралы:
a) [image: image1199.png]J xe* dx



                        б)[image: image1201.png]J (x + 1) cos3xdx





 Вариант 4

1. Пользуясь методом подстановки вычислить интегралы:
[image: image1204.png]




 QUOTE [image: image1205.png]a) | e* dx



   a) [image: image1207.png]J Inxdx



                    б)[image: image1209.png]



2. Применяя метод непосредственного интегрирования, вычислить интегралы:
[image: image1211.png]


              б) [image: image1213.png]J 2%e¥



dx
3.   С помощью метода интегрирования по частям вычислить интегралы:
a) [image: image1215.png]J xe> dx



                        б)[image: image1217.png]J (x + 1) sin2xdx




Вариант 5

1. Пользуясь методом подстановки вычислить интегралы:
[image: image1220.png]J(5x +12)7



 а) dx                    б) [image: image1222.png]



2. Применяя метод непосредственного интегрирования, вычислить интегралы:
а)  [image: image1224.png]


                      б) [image: image1226.png]



3.   С помощью метода интегрирования по частям вычислить интегралы:
a) [image: image1228.png]


dx                    б)[image: image1230.png]J x cosxdx




Вариант 6

1. Пользуясь методом подстановки вычислить интегралы:
[image: image1233.png]J(4—14x)*



 а) dx                    б) [image: image1235.png]



2. Применяя метод непосредственного интегрирования, вычислить интегралы:
а)  [image: image1237.png]J(7x* + 23x% + 4x + 1)dx



                       б) [image: image1242.png]J x%e™



[image: image1240.png]





3.   С помощью метода интегрирования по частям вычислить интегралы:
a) dx                    б)[image: image1244.png]J x*cosxdx




Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил правильно 2 задания без ошибок, при выполнении 3-го задания допустил ошибку в ходе решения 

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 1 задание, при выполнении 2-го задания допустил ошибку в ходе решения

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 15. Интегрирование рациональных и иррациональных функций. Универсальная подстановка
Цель работы: 

- формировать умения и навыки интегрирования рациональных и иррациональных функций, вычисления интегралов с помощью универсальной подстановки;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 156.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 78.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 305-308
Общие теоретические положения

Интегрирование рациональных функций - Функция f(x) называется рациональной, если она вычисляется с помощью четырех арифметических действий, то есть в общем случае является частным от деления двух многочленов:  [image: image1245.png]Fux)
Qm(x)




. Если   n < m, то рациональная дробь называется правильной. Неопределенный интеграл от рациональной функции всегда можно вычислить. Для этого: 

Если  [image: image1246.png]


, выделяем целую часть рациональной дроби с помощью деления многочлена на многочлен. Правильную рациональную дробь (или правильный остаток от деления) раскладываем на простейшие дроби. Вид разложения определяется корнями многочлена Qm(x), а именно: 

Каждому действительному корню x0 кратности 1 в разложении соответствует член [image: image1247.png]


. 

Каждому действительному корню x0 кратности kb в разложении соответствует набор из k членов 
[image: image1248.png]A B C D

+ -+ bt -
x—x, (x—x) (x-xp) (x—x)



. 

Наконец, полученное разложение интегрируем почленно. 

Алгоритм интегрирования рациональных функций

Для того, чтобы проинтегрировать рациональную дробь (многочлен в числителе, многочлен в знаменателе), обычно нужно ее упростить (как вы помните, это значит – представить в виде суммы). 

Если дробь неправильная, то есть степень числителя не меньше степени знаменателя, следует числитель разделить на знаменатель, выделив целую часть.

Пример 1. Вычислить [image: image1249.png]


.

Так как дробь неправильная, выделим целую часть. Делить будем в столбик, примерно так, как делят числа: так, чтобы все время уничтожалась наивысшая степень делимого, для этого каждый раз элемент частного получается делением старшей степени делимого на старшую степень делителя: 

[image: image1250.png]



Таким образом, дробь представляется в виде 
[image: image1251.png]


. 
Следовательно,

[image: image1252.png]3
= +7dx:J‘[xz—2:+4—L]dx:1xz—xz+4x—ln‘x+2‘+c
i+2 i+2 3



.

Делением в столбик можно пользоваться при любой степени знаменателя. Справедливости ради стоит отметить, что если знаменатель первой степени, как в приведенном примере, может оказаться проще сделать замену (в данном случае t=x+2), так что числитель будет делить на знаменатель почленно.

Если под интегралом находится правильная дробь (степень числителя меньше степени знаменателя), то знаменатель раскладывают на множители (это возможно для всякого многочлена степени выше 2 и для половины многочленов степени 2) и пользуются теоремами об отделении, представляя дробь в виде суммы элементарных дробей с неопределенными коэффициентами

Пример 2. Для дроби [image: image1253.png]41
Px-1)?



 выписать разложение в сумму элементарных дробей с неопределенными коэффициентами:

Степень числителя 4, степень знаменателя 5, дробь правильная. Воспользуемся последовательно первой теоремой об отделении:

[image: image1254.png]41 A4 Bx) _A_ B B _A4A B,C, RG) _

Py 2 -1 2 2 axx-1f 2 2 x (a-1)





[image: image1255.png]


,

где A,B,C,D,E – некоторые числа (обратите внимание: Р0(х) – многочлен нулевой степени – это число). 

Пример3. ∫dx(x2−6x).

Решение.

p2−4q=36>0, т. е. рациональную функцию будем раскладывать на простейшие дроби.

x2−6x=x(x−6).

Отсюда имеем, 

1x2−6x=Ax+Bx−6=A(x−6)+Bxx(x−6)=

=x(A+B)−6Ax2−6x.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в числителях левой и правой части уравнения запишем систему:

{A+B=0−6A=1⇒
{A=−16B=16

Таким образом, разложение дроби 1x2−6 в сумму простейших имеет вид 

1x2−6x=−161x+161x−6.

Теперь вычислим заданный интеграл, как интеграл от суммы простейших дробей:

∫dx(x2−6x)=∫(−161x+161x−6)dx=

=−16ln|x|+16ln|x−6|+C=16ln∣∣∣x−6x∣∣∣+C.

Ответ: 16ln∣∣x−6x∣∣+C.

Интегрирование алгебраических иррациональностей

Основным приемом интегрирования тех или других классов дифференциальных выражений является отыскание таких подстановок t=ω(x), которые привели бы подынтегральное выражение к рациональному виду и дали бы возможность представить интеграл в конечном виде в функции от t. Если при этом сама функция ω(x), которую надлежит подставить вместо t, выражается через элементарные функции, то интеграл представится в конечном виде и в функции от x.

Такой приём называется методом рационализации подынтегрального выражения. Интегрирование функций 
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рациональные числа.

Интеграл вида
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сводится к интегралу от рациональной функции с помощью замены 
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Действительно, в этом случае 
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EMBED Equation.3[image: image1265.wmf]1
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EMBED Equation.3[image: image1267.wmf]2
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EMBED Equation.3[image: image1269.wmf]k
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EMBED Equation.3[image: image1275.wmf]ò
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Пример 1. Найти интеграл 
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Подынтегральная функция имеет вид 
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EMBED Equation.3[image: image1281.wmf]=
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Возвращаясь к переменной 
[image: image1285.wmf]x

, окончательно получаем
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EMBED Equation.3[image: image1287.wmf]C
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Пример 2. Найти интеграл 
[image: image1288.wmf]ò
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Подынтегральная функция имеет вид 
[image: image1289.wmf])
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, поэтому сделаем замену 
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EMBED Equation.3[image: image1293.wmf]=

+

+

=

×

+

+

=

ò

ò

)

1

(

)

(

12

12

)

1

(

2

12

3

4

11

11

6

12

12

4

12

3

12

t

t

dt

t

t

t

dt

t

t

t

t

t
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Возвращаясь к старой переменной, окончательно получаем
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Частным случаем является функция вида 
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Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.
3. Оформить отчет.
Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.
Вопросы для самоконтроля:

1. В чем заключаются приемы интегрирования рациональных функций?
2. Как выполнить интегрирование алгебраических иррациональностей?

Текст практической  работы:

Найти интегралы
Вариант 1                           Вариант 3                          Вариант 3
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Оценка выполнения практической работы:

	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил правильно 2 задания без ошибок

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 1 задание.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 16. Вычисление определенных интегралов

Цель работы: 

- формировать умения и навыки вычисления определенных интегралов;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 164.
Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 81.
Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 306-313.
Общие  теоретические положения
Определенный интеграл

Определение. Пусть функция y=f(x) определена на отрезке [a;b], a<b. Разобьем этот отрезок на n произвольных частей точками 
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В каждом из полученных частичных отрезков 
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Обозначим через 
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Определение. Если существует конечный предел интегральной суммы 
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Формула Ньютона – Лейбница

Если функция 
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[image: image1360.wmf]ò

-

=

b

a

a

F

b

F

dx

x

f

)

(

)

(

)

(

.

Вычисление определенных интегралов

Простым и удобным методом вычисления определенного интеграла 
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 от непрерывной функции является формула Ньютона-Лейбница:    
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При вычислении определенных интегралов широко используется метод замены переменной и метод интегрирования по частям.

Интегрирование подстановкой

Пусть для вычисления интеграла 
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Интегрирование по частям

Теорема. Если функции 
[image: image1374.wmf](

)

х

и

и

=



EMBED Equation.3[image: image1375.wmf]и 
[image: image1376.wmf](

)

х

n

n

=

имеют непрерывные производные на отрезке [a;b], то имеет место формула  
[image: image1377.wmf]ò

ò

-

=

b

a

b

a

b

a

d

и

u

ud

n

n

n

.

Пример1.

Вычислить 
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Ответ: 
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Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Что называется определенным интегралом от функции y= f(x) на от-

резке [a, b]?

2. Запишите формулу Ньютона-Лейбница. Поясните, в чем ее смысл.

3. Чему равен интеграл от четной функции по отрезку [-a, а] ?

5. Чему равен интеграл от нечетной функции по отрезку [-a, а]?

6. В чем заключается смысл интегрирования по частям?

7. Запишите формулу замены переменной. В чем заключается ее смысл?

8.Сформулируйте теорему об оценке определённого интеграла.

Текст практической работы:

Вариант 1

В заданиях 1-5 вычислить интегралы, применив в 1-3, 5 – метод подстановки, в 4 – метод интегрирования по частям.
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Вариант 2

В заданиях 1-5 вычислить интегралы, применив в 1-3, 5 – метод подстановки, в 4 – метод интегрирования по частям.
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Вариант 3

В заданиях 1-5 вычислить интегралы, применив в 1-3, 5 – метод непосредственного интегрирования или метод подстановки, в 4 – метод интегрирования по частям.
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Вариант 4

В заданиях 1-5 вычислить интегралы, применив в 1-3, 5 – метод подстановки, в 4 – метод интегрирования по частям.
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Вариант 5

В заданиях 1-5 вычислить интегралы, применив в 1-3, 5 – метод подстановки, в 4 – метод интегрирования по частям.
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Вариант 6

В заданиях 1-5 вычислить интегралы, применив в 1-3, 5 – метод непосредственного интегрирования или метод подстановки, в 4 – метод интегрирования по частям.


[image: image1389.wmf]21129

3

2

4

3

10002

1..2.2.3..4.cos.5..

211

1

x

dxxdxxdx

dxxxdx

xx

x

p

-+

-

òòòòò


Оценка выполнения практической работы:
	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил правильно 4 задания без ошибок

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 3 задания без ошибок.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 17. Решение дифференциальных уравнений 1-го порядка с разделяющимися переменными. Решение однородных дифференциальных уравнений 1-го порядка. Решение линейных дифференциальных уравнений 1-го порядка

Цель работы: 

- научиться различать дифференциальные уравнения первого порядка; отработать навыки решения дифференциальных уравнений с разделяющими переменными;
- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;
- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;
- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.
Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 263.
Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 126.
Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 357.
Общие теоретические положения

Дифференциальное уравнение первого порядка y' = f(x,y) называется уравнением с разделяющимися переменными, если функцию f(x,y) можно представить в виде произведения двух функций, зависящих только от x и y: 

[image: image1390.png]Fxy)=p(x)k(y),




где p(x) и h(y) − непрерывные функции. 
Рассматривая производную y' как отношение дифференциалов [image: image1391.png]B S



, перенесем dx в правую часть и разделим уравнение на h(y): 

[image: image1392.png]



Разумеется, нужно убедиться, что h(y) ≠ 0. Если найдется число x0, при котором h(x0) = 0, то это число будет также являться решением дифференциального уравнения. Деление на h(y) приводит к потере указанного решения. 
Обозначив [image: image1393.png]


, запишем уравнение в форме: 

[image: image1394.png]g(y)ay = p(x)dx.




Теперь переменные разделены и мы можем проинтегрировать дифференциальное уравнение: 

[image: image1395.png]jq(,v)dy:jp(x)dxw,




где C − постоянная интегрирования. 
Вычисляя интегралы, получаем выражение 

[image: image1396.png]



описывающее общее решение уравнения с разделяющимися переменными

Пример1. 
Решить дифференциальное уравнение [image: image1397.png]


. 

Решение. 

В данном случае p(x) = 1 и h(y) = y(y +2). Разделим уравнение на h(y) и перенесем dx в правую часть: 

[image: image1398.png]&
y(»+2)

dx.




Заметим, что при делении мы могли потерять решения y = 0 и y = −2 в случае когда h(y) равно нулю. Действительно, убедимся, что y = 0 является решением данного дифференциального уравнения. Пусть   [image: image1399.png]0,

dy

0.




Подставляя это в уравнение, получаем: 0 = 0. Следовательно, y = 0 будет являться одним из решений. Аналогично можно проверить, что y = −2 также является решением уравнения. 
Вернемся обратно к дифференциальному уравнению и проинтегрируем его: 

[image: image1400.png]—2 = [dx+C
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Интеграл в левой части можно вычислить методом неопределенных коэффициентов: 
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Таким образом, мы получаем следующее разложение рациональной дроби в подинтегральном выражении: 

[image: image1402.png]1
y(r+2)

1

2

(

11
Y y+2

|




Следовательно, 
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Переименуем константу: 2C = C1. В итоге, окончательное решение уравнения записывается в виде: 

[image: image1404.png]224G, y=0,





Общее решение здесь выражено в неявном виде. В данном примере мы можем преобразовать его и получить ответ в явной форме в виде функции y = f(x,C1), где C1 − некоторая константа. Однако это можно сделать не для всех дифференциальных уравнений.

Пример 2. Решить уравнение 
[image: image1405.wmf]0
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Решение:

Разделим уравнение на произведение 
[image: image1406.wmf]xy

, получим:
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Интегрируя, получим общий интеграл: 
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y

y

x

x

=

+

+

+

ln

3

ln

3



[image: image1410.wmf]c
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В этом уравнении 
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 имеет вид 
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 является решением исходного уравнения, но не входит в общий интеграл. Следовательно, решение 
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Пример 3. Найти общее решение 
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Решение:
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интегрируя, найдем общее решение
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Линейные дифференциальные уравнения

Уравнение 
[image: image1424.wmf])
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где 
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[image: image1426.wmf])
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 - непрерывная функция от х на интервале (а,в), называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка.

Неизвестная функция  у(х)  и её производная входят в это уравнение в первой степени – линейно.

Линейные уравнения обычно решают методом Бернулли.

Представим искомую функцию в виде произведения двух неизвестных функций u(x) и v(x).
Пусть 
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и уравнение примет вид 
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Полученное уравнение разобьём на два таким образом:

Выберем функцию 
[image: image1432.wmf])
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 так, чтобы сумма второго и третьего слагаемых обратилась в нуль:
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Решаем первое: так как 
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¹

u

, относительно 
[image: image1436.wmf])

(

x

v

 имеем уравнение 
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 с разделяющимися переменными:
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Функцию 
[image: image1441.wmf]v

 подставим во второе уравнение:
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Найдём общее решение по формуле       
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подставив найденные функции вместо
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Пример 4. Решить уравнение 
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Решение:

Положим 
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Подставляя выражения для
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 и 
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1) 
[image: image1454.wmf]0

1

2

2

=

+

-

¢

v

x

x

v


2) 
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Решаем первое уравнение:

После разделения переменных получим 
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Решаем второе уравнение:

Подставим найденное значение 
[image: image1459.wmf]v

, получим:
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Отсюда, разделяя переменные и интегрируя, находим функцию 
[image: image1461.wmf]u
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Теперь можно записать общее решение данного дифференциального уравнения:
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Уравнением Бернулли называется уравнение вида
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где 
[image: image1467.wmf]n

 – любое вещественное число.

Если 
[image: image1468.wmf]n

 равно нулю или единице, то мы получим линейное дифференциальное уравнение.

Уравнение Бернулли можно сразу решать методом Бернулли, полагая 
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 является решением Бернулли.

Пример 5. Решить уравнение 
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Решение:

Приведём решение методом Бернулли.

Полагая 
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получим
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2) Подставим найденную функцию 
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и окончательно 
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Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3.Практическое задание.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какое уравнение называется дифференциальным уравнением первого порядка?

2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения первого порядка?

3. Какое решение дифференциального уравнения первого пордка называется общим и какое частным?

4. Каков общий вид дифференциального уравнения с разделяющимися переменными?

5. В чем заключается задача Коши?

6. Каков общий вид однородного дифференциального уравнения первого порядка?

7. С помощью какой подстановки решается однородное дифференциальное уравнение первого порядка и к какому уравнению сводится его решение?

Текст практической работы:

Решить уравнение с разделяющимися переменными
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Вариант 4
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Вариант 5
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Вариант 6

1 [image: image1500.png](
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2. y' = −xe y.
Оценка выполнения практической работы:

	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил все задания, но допустил ошибку вычислительного характера

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 1 задание 

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что он не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 18. Решение простейших дифференциальных уравнений 2-го порядка

Цель работы: 
- отработать навыки в решении линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го порядка.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 153.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 76.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л., Математика в задачах с решениями: Учебное пособие, Издательство «Лань», 2012, с. 298-304

Общие теоретические положения

Дифференциальные уравнения второго порядка связывают независимую переменную, искомую функцию и ее первую и вторую производные. Такое уравнение можно записать в виде F(x,y,y¢,y")=0 или, если это возможно, в виде, разрешенном относительно второй производной y"=f(x,y,y¢) (1).

Теорема. Теорема существования и единственности решения (теорема Коши).

Пусть правая часть f(x,y,y') уравнения y"=f(x,y,y¢) и ее частные производные [image: image1501.png]


 и [image: image1502.png]


 определены и непрерывны в некоторой области Д изменения переменных x,y,y¢. Тогда, какова бы ни была внутренняя точка [image: image1503.png](X0 Fo- 70



 этой области, данное уравнение имеет единственное решение y=j(x), удовлетворяющее начальным условиям [image: image1504.png]FCxg) = 5.7 Cxg)




. Теперь дадим определение общего и частного решений уравнения (1). Функция [image: image1505.png]


, зависящая от аргумента [image: image1506.png]


 и двух произвольных постоянных [image: image1507.png]N



и [image: image1508.png]g



, называется общим решением уравнения (1) в области Д, если она удовлетворяет двум условиям: 

1) при любых значениях произвольных постоянных [image: image1509.png]N



и [image: image1510.png]g



 функция [image: image1511.png]


является решением уравнения (1). 

2) каковы бы ни были начальные условия: [image: image1512.png]Fxg)=ry



, [image: image1513.png]


, существуют единственные значения постоянных [image: image1514.png]


и [image: image1515.png]


такие, что функция [image: image1516.png]P=g(x.£1.63,)



является решением уравнения (1) и удовлетворяет начальным условиям. 

Всякое решение [image: image1517.png]P =g(x.0,,.65,)



 уравнения (1), полученное из общего решения [image: image1518.png](X, €, C4)




при конкретных значениях постоянных [image: image1519.png]€1,.62




, называется частным решением.

Если общее решение дифференциального уравнения второго порядка получено в виде, не разрешенном относительно искомой функции[image: image1520.png]F(xy.epe)=0



, то это соотношение называют общим интегралом данного дифференциального уравнения. 

В частных случаях в уравнении могут отсутствовать x,y и y'.

Рассмотрим некоторые виды дифференциальных уравнений, допускающих понижение порядка.

а) Уравнение вида y"=f(x). После двукратного интегрирования получаем общее решение.

Пример 1.

Решение. y"=sinx, интегрируем обе части полученного уравнения: [image: image1521.png]d(y" = sinxdr,

cosx+e;



, т.к. [image: image1522.png]


, то[image: image1523.png]


, разделим переменные. [image: image1524.png]dp = (—cosx +cp)dx



, интегрируя последнее равенство, получим [image: image1525.png]F=-sinx+epx+oy



.

б) Уравнение вида y"=f(y,y'). Это уравнение не содержит явно независимой переменной x. Для понижения порядка уравнения вводим новую функцию p(y), полагая y¢=p(y). Дифференцируем это равенство по x, учитывая, что y является функцией от x: [image: image1526.png]40) _ D) &
G &




 или [image: image1527.png]r'=rp,



 так как [image: image1528.png]E))



. Подставляя выражение для y' и y" в данное дифференциальное уравнение, получаем уравнение первого порядка относительно [image: image1529.png]P Lpeitn)
»



. Решаем это уравнение и получаем общее решение [image: image1530.png]260

Pr.ep)



. Учитывая, что p(y)=y', получим уравнение с разделяющимися переменными: [image: image1531.png]& e p)



. Интегрируя его, находим общий интеграл данного уравнения [image: image1532.png]—xtey



.

Пример 2. 

Найти общее решение уравнения [image: image1533.png]) al
1+ =2p)



.

Решение. Вводим новую неизвестную функцию p(y): y¢=p(y), найдем y"=p¢y¢=p¢p. Подставляем в уравнение [image: image1534.png]1+

Iy



 или[image: image1535.png]


. В этом уравнении первого порядка переменные разделяются [image: image1536.png]


. Интегрируя, находим [image: image1537.png]+p7|=tnfy|+inc,



 или [image: image1538.png]tnfl+p?|=Injye, |



, отсюда [image: image1539.png]


 и [image: image1540.png]


, так как p=y', то [image: image1541.png]


 или [image: image1542.png]


 и, следовательно, [image: image1543.png]


. 

Интегрируя, получаем общий интеграл [image: image1544.png]


 или [image: image1545.png](e =ty =D
]



, отсюда общее решение [image: image1546.png]yocired’vd
I



.

в) Уравнение y"=f(x,y¢). Это уравнение не содержит явно искомой функции y. Вводим новую функцию y¢=v(x) и, замечая, что y"=v¢, получим уравнение первого порядка относительно функции v(x). v¢=f(x,y). Решая это уравнение, находим общее решение [image: image1547.png]


. Так как v(x)=y¢, то получаем [image: image1548.png]Fi=plne)



. Таким образом, общее решение исходного уравнения имеет вид: [image: image1549.png]»= [otrepdree,



.

Пример 3. Найти решение уравнения xy"=y¢.

Решение. Пусть y¢=v, тогда y"=v¢. Подставим в уравнение: x·v¢=v, так как [image: image1550.png]


, то получим дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными.

Разделим переменные: [image: image1551.png]


, проинтегрируем [image: image1552.png]


 или [image: image1553.png]


, отсюда [image: image1554.png]


, но v=y¢, тогда [image: image1555.png]


 или [image: image1556.png]


. Находим общее решение: [image: image1557.png]v

Zerte
Tt




Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к практической работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3.Практическое задание

Текст практической работы
1. Найти общее решение дифференциального уравнения и построить графики двух различных частных решений этого уравнения.

2. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее указанному условию.

3. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее указанным условиям.
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Вариант 2
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Вариант 3
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Вариант 4
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Вариант 5
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Вариант 6
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Оценка выполнения практической работы:

	Оценка «5» (отлично)
	Студент выполнил работу в полном объеме, в рассуждениях и обосновании нет неточностей и ошибок.

	Оценка «4» (хорошо)
	Студент выполнил правильно 2 задания без ошибок

	Оценка «3» (удовлетворительно)
	Студент выполнил правильно 1 задание без ошибок.

	Оценка «2» (неудовлетворительно)
	Студент допустил существенные ошибки, показавшие, что студент не обладает обязательными умениями по данной теме.


Практическое занятие № 19. Проверочная работа по разделу Решение простейших дифференциальных уравнений 2-го порядка

Цель работы: 
- закрепить умения и  навыки решать дифференциальные уравнения.
Режим контроля
Проверочная работа состоит из 4 заданий. 

Время на выполнение проверочной работы 45 минут. 

Текст проверочной работы:

ВАРИАНТ 1
1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 
[image: image1594.wmf]0
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2. Найти общие решения следующих дифференциальных уравнений: а)
[image: image1595.wmf];
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3. Найти общее решение дифференциального уравнения n-го порядка, допускающего понижение порядка производной: 
[image: image1599.wmf]3
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4. Найти частное решение линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка: 
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[image: image1601.wmf]y
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ВАРИАНТ 2

1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 
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2. Найти общие решения следующих дифференциальных уравнений:

а) 
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3. Найти частное решение дифференциального уравнения n-го порядка, допускающего понижение порядка производной: 
[image: image1608.wmf]3
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y(0)=-1/2; 
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4. Найти общее решение линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка: 
[image: image1610.wmf]0
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ВАРИАНТ 3

1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 


[image: image1611.wmf]y
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2. Найти общие решения следующих дифференциальных уравнений:

а) 
[image: image1612.wmf];
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[image: image1615.wmf].

0

2

1

1

2

2

=

-

+

-

dy

x

y

x

dx

y

x

y


3. Найти общее решение дифференциального уравнения n-го порядка, допускающего понижение порядка производной: 
[image: image1616.wmf]2
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4. Найти частное решение линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка: 
[image: image1617.wmf]0
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ВАРИАНТ 4

1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 
[image: image1620.wmf]0

1

ln

3

=

+

¢

+

x

y

y

y

, 
[image: image1621.wmf]e

y

=

-

)

16

15

(

.

2. Найти общие решения следующих дифференциальных уравнений:

а)  
[image: image1622.wmf];
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3. Найти частное решение дифференциального уравнения: Найти частное решение дифференциального уравнения n-го порядка, допускающего понижение порядка производной: 
[image: image1626.wmf]x
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4. Найти общее решение линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка: 
[image: image1628.wmf]0
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ВАРИАНТ 5

1. Найти частное решение дифференциального уравнения: 
[image: image1629.wmf]y

y

y

ln

=

¢

, y(2)=1.

2. Найти общие решения следующих дифференциальных уравнений:

а) 
[image: image1630.wmf]);
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3. Найти общее решение дифференциального уравнения n-го порядка, допускающего понижение порядка производной: 
[image: image1634.wmf]2
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4. Найти общее решение линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка: 
[image: image1635.wmf]0
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ВАРИАНТ 6

1. Найти общее решение дифференциального уравнения: 
[image: image1636.wmf]0
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2. Найти общие решения следующих дифференциальных уравнений:

а) 
[image: image1637.wmf]);
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[image: image1640.wmf].

0

)

2

(

)

2

(

2

3

2

3

=

-

+

-

dy

y

x

y

dx

xy

x


3. Найти общее решение дифференциального уравнения n-го порядка, допускающего понижение порядка производной: 
[image: image1641.wmf]2
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4. Найти общее решение линейного однородного дифференциального уравнения n-го порядка: 
[image: image1642.wmf]0
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