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Пояснительная записка

«Учебно-методические рекомендации для выполнения самостоятельной работы по дисциплине ЕН.01 Математика разработаны для студентов специальности среднего профессионального образования 13.02.11 «Техническая эксплуатация и обслуживание электрического и  электромеханического оборудования». Настоящие материалы разработаны с учетом рабочей программы учебной дисциплины Математика, составленной на основе федерального государственного образовательного стандарта (ФГОС) среднего специального образования для специальности 13.02.11 «Техническая эксплуатация и обслуживание электрического и  электромеханического оборудования».

Выполнение студентами самостоятельной работы направлено на:

- обобщение, систематизацию, углубление теоретических знаний;

- формирование умений применять полученные знания в практической деятельности; 

- развитие аналитических, проектировочных, конструктивных умений; 

- выработку самостоятельности, ответственности, точности и творческой инициативы.

В результате выполнения самостоятельной работы обучающийся должен

уметь:

- решать прикладные задачи в области профессиональной деятельности;

знать:

- значение математики в профессиональной деятельности и при освоении ППССЗ;

- основные математические методы решения прикладных задач в области профессиональной деятельности;

- основные понятия и методы математического анализа, линейной алгебры, теории комплексных чисел, теории вероятностей и математической статистики;

- основы интегрального и дифференциального исчисления.

Перечень формируемых компетенций:

Общие компетенции (ОК 1-ОК 9):

ОК 1. Понимать сущность и социальную значимость своей будущей профессии, проявлять к ней устойчивый интерес.

ОК 2. Организовывать собственную деятельность, определять методы и способы выполнения профессиональных задач, оценивать их эффективность и качество.

ОК 3. Решать проблемы, оценивать риски и принимать решения в нестандартных ситуациях.

ОК 4. Осуществлять поиск, анализ и оценку информации, необходимой для постановки и решения профессиональных задач, профессионального и личностного развития.

ОК 5. Использовать информационно-коммуникационные технологии для совершенствования профессиональной деятельности.

ОК 6. Работать в коллективе и команде, обеспечивать ее сплочение, эффективно общаться с коллегами, руководством, потребителями.

ОК 7. Ставить цели, мотивировать деятельность подчиненных, организовывать и контролировать их работу с принятием на себя ответственности за результат выполнения заданий.

ОК 8. Самостоятельно определять задачи профессионального и личностного развития, заниматься самообразованием, осознанно планировать повышение квалификации.

ОК 9. Быть готовым к смене технологий в профессиональной деятельности.

Профессиональные компетенции (ПК 1.1-1.4; 2.1-2.3; 3.1):

ПК 1.1. Выполнять наладку, регулировку и проверку электрического и электромеханического оборудования.

ПК 1.2. Организовывать и выполнять техническое обслуживание и ремонт электрического и электромеханического оборудования.

ПК 1.3. Осуществлять диагностику и технический контроль при эксплуатации электрического и электромеханического оборудования.

ПК 1.4. Составлять отчётную документацию по техническому обслуживанию и ремонту электрического и электромеханического оборудования.

ПК 2.1. Организовывать и выполнять работы по эксплуатации, обслуживанию и ремонту бытовой техники.

ПК 2.2. Осуществлять диагностику и контроль технического состояния бытовой техники.

ПК 2.3. Прогнозировать отказы, определять ресурсы, обнаруживать дефекты электробытовой техники.

ПК 3.1. Участвовать в планировании работы персонала производственного подразделения.

Методические указания к выполнению самостоятельных работ содержат:

- тему занятия; 

- цель занятия; 

- задачи;

- обеспечение практической работы;

- теоретические сведения и методические рекомендации по решению задач;

- пояснения (основные формулы, необходимые для выполнения самостоятельной работы); 

- порядок выполнения задания; 

- используемую литературу;
- итоговую контрольную работу.
Самостоятельные работы выполняются по следующим темам дисциплины ЕН.01 Математика:

Элементарные преобразования матрицы;
Теорема о существовании и единственности решения системы n линейных уравнений с n неизвестными (теорема Крамера);

Операции над векторами;

Кривые 2-го порядка, канонические уравнения окружности, эллипса, гиперболы, параболы, их построение;

Непрерывность элементарных и сложных функций. Замечательные пределы. Точки разрыва, их классификация;

Определение производной функции. Правила и формулы нахождения производных. Производная сложной функции. Производные высших порядков;

Возрастание и убывание функций, условия возрастания и убывания. Экстремумы функций, необходимое условие существования экстремума. Нахождение экстремумов с помощью первой производной. Выпуклые функции. Точки перегиба. Асимптоты. Полное исследование функции;

Метод замены переменных. Интегрирование по частям. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции;

Приложения определенного интеграла в геометрии;
Решение простейших дифференциальных уравнений 1-го и 2-го порядка;
Построение вариационного, статистического ряда, вычисление средней арифметической, медианы, моды, размаха, выборочной дисперсии, выборочного среднеквадратического отклонения.

Разработанное учебно-методическое пособие предназначено для обучающихся учреждений среднего профессионального образования. Обучающимся предлагаются различные виды заданий, позволяющие усвоить теоретические и практические знания математики. Может быть использовано для работы студентами любой специальности профессиональных образовательных организаций.

Предлагаемое учебно-методическое пособие станет надежным дополнением и помощником для преподавателей математики профессиональных образовательных организаций.

Введение

Сегодня математика превратилась в абсолютно необходимого помощника крупнейших исследований нашего времени, наряду с экспериментом, стала мощнейшим орудием познания. Она на определенных этапах развития знаний является единственным средством познания. Математизация наших знаний состоит не только и не столько в том, чтобы использовать готовые математические методы и результаты, а в том, чтобы создавать тот специфический математический подход, а вместе с ним и формальный аппарат, который позволил бы наиболее полно и точно описывать интересующий нас круг явлений, выводить следствия и использовать полученные результаты для практической деятельности.

Ведущей дидактической целью самостоятельных работ по дисциплине ЕН.01 Математика является формирование профессионально - значимых практических умений (умений выполнять определенные действия, операции, необходимые в последующем в профессиональной деятельности) или учебных (умений решать задачи по математике).

Выполнение обучающимися самостоятельных работ формирует: 

- учебно-аналитические умения (обобщение и систематизация теоретических знаний);

- углубленные теоретические знания математического и общего естественнонаучного, умения применять профессионально-значимые знания в соответствии с профилем специальности СПО;

- креативные умения будущих специалистов (аналитические, проектировочные, конструктивные).

Тема: Элементарные преобразования матрицы

Цель работы: 

- обобщить полученные знания по теме «Матрицы»;

- закрепить умения и навыки выполнять действия с матрицами, составлять и вычислять определитель матрицы различными способами, находить обратную матрицу, решать СЛУ с помощью обратной матрицы;

- формировать умения и навыки самостоятельного умственного труда; 

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень знаний по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 12-37.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 7-12.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.53-81.

http://ru.onlinemschool.com/math/library/matrix/definition/
Общие теоретические положения

Матрицы: определение и основные понятия.

Определение матрицы

Определение.

Матрицей размера n×m называется прямоугольная таблица специального вида, состоящая из n строк и m столбцов, заполненная числами.

Количество строк и столбцов задают размеры матрицы.

Обозначение

Матрица - это таблица данных, которая берется в круглые скобки:

	A = 
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Матрица обычно обозначаются заглавными буквами латинского алфавита. Матрица содержащая n строк и m столбцов, называется матрицей размера n×m. При необходимости размер матрицы записывается следующим образом: An×m.

Элементы матрицы

Элементы матрицы A обозначаются aij, где i - номер строки, в которой находится элемент, j - номер столбца.
Пример.

Элементы матрицы A4×4:

	A = 
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a12 = 1
Определение.

Строка матрицы называется нулевой, если все ее элементы равны нулю.

Определение.

Если хотя бы один из элементов строки матрицы не равен нулю, то строка называется ненулевой.

Пример.

Демонстрация нулевых и ненулевых строк матрицы:
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Определение.

Столбец матрицы называется нулевым, если все его элементы равны нулю.

Определение.

Если хотя бы один из элементов столбца матрицы не равен нулю, то столбец называется ненулевым.

Пример.
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не нулевой столбец

Диагонали матрицы

Определение.

Главной диагональю матрицы называется диагональ, проведённая из левого верхнего угла матрицы в правый нижний угол.

Определение.

Побочной диагональю матрицы называется диагональ, проведённая из левого нижнего угла матрицы в правый верхний угол.

Пример.

[image: image9.png][) TapHsie npeo6 7 Marpuuss onpegenerme - X \ [L] 37 pHbie npeot
€ < € f [ ruonlinemschool.com
Juaronaan Marpumer 0
- CE c : v
Onpederenue. T1aBHOR AMATOHATHI0 MATPHIEL HATHEGSTCS AHATOHATS, IPOBEAEHHAS 13 JCEOT0 BePXHETO YA MATHIEL B 7 i 5 7 %
TIpABEI HIGKHEI YTOL. 1 5 5 = e
1 2 3 - Xty
Onpederenue. TloBouHOR AMATORATEIO MATPHIGI HA3HEASTCS AHATOHATS, IPOBEAEHEAT I3 I€EOTO HIKHETO YITA MATPHIE! 0 . + E

 MpaBsIit BepXHI yTOT

Msi B conEaITEHBIX ceTAY

Mpunep. JlemoncTpanus rassof # ToG0THOM THATOHATH MATPHITEL m 'i u E

[o 17 ]

0 g o | -rmnes mmarosam
N

010 2 |-riasmas maronams
829

Onpedenente. Ci1e0M MATPRIBI HAZBEACTCA CYMMA AHATORATHHAIX STMCHTOR MATPHIEL

Obomnauente. Cex MaTPRIBI 0B03HATATCA (A = Q1 + Qa3 + .+ Gy

Onai} KaTLKYIATOPSI € MATPHTAME.
B T —
e —

Marpumt: onpezerenne u 0CHOREEIC HORATHS.

q) @ z B e 104




[image: image10.png][) TapHsie npeo6 7 Marpuuss onpegenerme - X \ [L] 37 pHbie npeot
€ < € f [ ruonlinemschool.com
Juaronaan Marpumer 0
- CE c : v
Onpederenue. T1aBHOR AMATOHATHI0 MATPHIEL HATHEGSTCS AHATOHATS, IPOBEAEHHAS 13 JCEOT0 BePXHETO YA MATHIEL B 7 i 5 7 %
TIpABEI HIGKHEI YTOL. 1 5 5 = e
1 2 3 - Xty
Onpederenue. TloBouHOR AMATORATEIO MATPHIGI HA3HEASTCS AHATOHATS, IPOBEAEHEAT I3 I€EOTO HIKHETO YITA MATPHIE! 0 . + E

 MpaBsIit BepXHI yTOT

Msi B conEaITEHBIX ceTAY

Mpunep. JlemoncTpanus rassof # ToG0THOM THATOHATH MATPHITEL m 'i u E

[0 1 77] _
0 o o | -moSoman maroam

1 H
010 2 |-nofounas amarosams
29

Onpedenente. Ci1e0M MATPRIBI HAZBEACTCA CYMMA AHATORATHHAIX STMCHTOR MATPHIEL

Obomnauente. Cex MaTPRIBI 0B03HATATCA (A = Q1 + Qa3 + .+ Gy

Onai} KaTLKYIATOPSI € MATPHTAME.
B T —
e —

Marpumt: onpezerenne u 0CHOREEIC HORATHS.

q) @ z B e 104





Определение.

Следом матрицы называется сумма диагональных элементов матрицы.

Обозначение.

След матрицы обозначается trA = a11 + a22 + ... + ann.

Сведение системы линейных уравнений к матрице

Любую систему линейных уравнений можно записать в виде матричного уравнения.
Так система линейных уравнений
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	am1x1 + am2x2 + ... + amnxn = bm


состоящая из m линейных уравнений, содержащая n неизвестных величин, может быть записана в виде матричного уравнения:

A
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, где
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Матрица A — это матрица коэффициентов системы линейных уравнений, вектор-столбец 
[image: image22.wmf]х

 — вектор неизвестных, а вектор-столбец 
[image: image23.wmf]b

 — вектор значений системы линейных уравнений.

Если в i-той строке системы линейных уравнений отсутствует переменная xj, значит ее множитель равен нулю, то есть aij = 0.

Пример записи системы линейных уравнений с помощью матричного уравнения

Пример 1.

Записать в виде матричном виде систему линейных уравнений:
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	4x1 + x2 - x3 - x4 = 3

	
	-x1 + 3x3 - 2x4 = 5

	
	6x1 + 2x2 + 4x3 = 2

	
	2x2 - x3 + x4 = 0


Решение: Система линейных уравнений запишется с помощью матриц следующим образом:
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Виды матриц.

Определение.

Квадратной матрицей называется матрица, у которой количество строк равно количеству столбцов (размера n×n), число n называется порядком матрицы.

Пример.
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	 - квадратная матрица размера 3×3
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Определение.

Нулевой матрицей называется матрица, все элементы которой равны нулю, т.е. aij = 0, ∀i, j.

Пример.
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	 - нулевая матрица

	
	 0 
	 0 
	 0 
	
	


Определение.

Вектор-строкой называется матрица, состоящая из одной строки.

Пример.
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	 - вектор-строка


Определение.

Вектор-столбцом называется матрица, состоящая из одного столбца.

Пример.
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	 - вектор-столбец

	
	 -7 
	
	

	
	 3 
	
	


Определение.

Диагональной матрицей называется квадратная матрица, все элементы которой, стоящие вне главной диагонали, равны нулю.

Пример диагональной матрицы.

не диагональные элементы равны нулю
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диагональные элементы произвольные
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Определение.

Единичной матрицей называется диагональная матрица, диагональные элементы которой равны 1.

Обозначение.

Единичную матрицу обычно обозначают символом E.

Пример единичной матрицы.

не диагональные элементы равны нулю
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диагональные элементы равны 1
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Определение.

Верхней треугольной матрицей называется матрица, все элементы которой ниже главной диагонали равны нулю.

Пример верхней треугольной матрицы.
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Определение.

Нижней треугольной матрицей называется матрица, все элементы которой выше главной диагонали равны нулю.

Пример нижней треугольной матрицы.
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Диагональная матрица - матрица, которая одновременно является верхней треугольной и нижней треугольной.

Определение.

Ступенчатой матрицей называется матрица, удовлетворяющая следующим условиям:

если матрица содержит нулевую строку, то все строки, расположенные под нею, также нулевые;

если первый ненулевой элемент некоторой строки расположен в столбце с номером i, и следующая строка не нулевая, то первый ненулевой элемент следующей строки должен находиться в столбце с номером большим, чем i.

Примеры ступенчатых матриц.
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Умножение матрицы на число.

Определение.

Произведением матрицы A на число k называется матрица B = k · A того же размера, полученная из исходной умножением на заданное число всех ее элементов:

bi,j = k · ai,j
Свойства умножения матрицы на число

1.
1 · A = A

2.
0 · A = Θ, где Θ - нулевая матрица
3.
k · (A + B) = k · A + k · B

4.
(k + n) · A = k · A + n · A

5.
(k · n) · A = k · (n · A)

Примеры задач на умножение матрицы на число

Пример 1.

	Найти произведение матрицы A = 
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Решение:
	5·A= 
	5·
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Пример 2

	найти произведение матрицы A = 
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Решение:
	(-2)·A = (-2)·
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Сложение и вычитание матриц.
Складывать и вычитать можно матрицы одного размера в результате получается матрица того же размера.

Определение.

Сложение матриц (сумма матриц) A + B есть операция вычисления матрицы C, все элементы которой равны попарной сумме всех соответствующих элементов матриц A и B, то есть каждый элемент матрицы C равен:

сij = aij + bij
Определение.

Вычитание матриц (разность матриц) A – B есть операция вычисления матрицы C, все элементы которой равны попарной разности всех соответствующих элементов матриц A и B, то есть каждый элемент матрицы C равен:

сij = aij - bij
Свойства сложения и вычитания матриц

1.
Ассоциативность: (A + B) + C = A + (B + C)

2.
A + Θ = Θ + A = A, где Θ - нулевая матрица
3.
A - A = Θ

4.
Коммутативность: A + B = B + A

Примеры задач на сложение и вычитание матриц

Пример 1.

	Найти сумму матриц A = 
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Решение:
	A + B = 
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Пример 2

	Найти разность матриц A = 
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Решение:
	A - B = 
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Пример 3

	Найти значение матрицы С = 2A + 3B, если A = 
	[image: image91.png]
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Решение:
	C = 2A + 3B = 2
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Умножение матриц.
Определение.

Результатом умножения матриц Am×n и Bn×k будет матрица Cm×k такая, что элемент матрицы C, стоящий в i-той строке и j-том столбце (cij), равен сумме произведений элементов i-той строки матрицы A на соответствующие элементы j-того столбца матрицы B:

cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + ... + ain · bnj
Замечание.

Две матрицы можно перемножить между собой тогда и только тогда, когда количество столбцов первой матрицы равно количеству строк второй матрицы.

Свойства умножения матриц

1.
(A · B) · C= A · (B · C) - произведение матриц ассоциативно;

2.
(z · A) · B= z · (A · B), где z - число;

3.
A · (B + C) = A · B + A · C - произведение матриц дистрибутивно;

4.
En · Anm = Anm · Em= Anm - умножение на единичную матрицу;

5.
A · B ≠ B · A - в общем случае произведение матриц не коммутативно.

Произведением двух матриц есть матрица, у которой столько строк, сколько их у левого сомножителя, и столько столбцов, сколько их у правого сомножителя.

Примеры задач на умножение матриц

Пример 1
	Найти матрицу C равную произведению матриц A = 
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Решение:
	С = A · B = 
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Элементы матрицы C вычисляются следующим образом:

c11 = a11·b11 + a12·b21 = 4·3 + 2·(-3) = 12 - 6 = 6

c12 = a11·b12 + a12·b22 = 4·1 + 2·4 = 4 + 8 = 12

c21 = a21·b11 + a22·b21 = 9·3 + 0·(-3) = 27 + 0 = 27

c22 = a21·b12 + a22·b22 = 9·1 + 0·4 = 9 + 0 = 9

Пример 2

	Найти матрицу C равную произведению матриц A = 
	[image: image113.png]
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Решение:
	C = A · B = 
	[image: image117.png]
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Элементы матрицы C вычисляются следующим образом:

c11 = a11·b11 + a12·b21 = 2·5 + 1·(-3) = 10 - 3 = 7

c12 = a11·b12 + a12·b22 = 2·(-1) + 1·0 = -2 + 0 = -2

c13 = a11·b13 + a12·b23 = 2·6 + 1·7 = 12 + 7 = 19

c21 = a21·b11 + a22·b21 = (-3)·5 + 0·(-3) = -15 + 0 = -15

c22 = a21·b12 + a22·b22 = (-3)·(-1) + 0·0 = 3 + 0 = 3

c23 = a21·b13 + a22·b23 = (-3)·6 + 0·7 = -18 + 0 = -18

c31 = a31·b11 + a32·b21 = 4·5 + (-1)·(-3) = 20 + 3 = 23

c32 = a31·b12 + a22·b22 = (4)·(-1) + (-1)·0 = -4 + 0 = -4

c33 = a31·b13 + a32·b23 = 4·6 + (-1)·7 = 24 - 7 = 17

Транспонированная матрица.
Определение.

Транспонирование матрицы - это операция над матрицей, при которой ее строки и столбцы меняются местами:

aTij = aji
Свойства транспонированной матрицы

Если матрица A имеет размер n×m, то транспонированная матрица AT имеет размер m×n;

1.
(AT)T = A;

2.
(k · A)T = k · AT;

3.
(A + B)T = AT + BT;

4.
(A · B)T = BT · AT.

Примеры задач на транспонирование матриц

Пример 1
Найти транспонированную матрицу AT для матрицы

	A = 
	[image: image123.png]
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Решение:
	AT = 
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Пример 2

Найти транспонированную матрицу AT для матрицы

	A = 
	[image: image127.png]
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Решение:
	AT = 
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Пример 3

Найти транспонированную матрицу AT для матрицы

	A = 
	[image: image131.png]
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Решение:
	AT = 
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Элементарные преобразования матрицы.
Элементарные преобразования матрицы — это такие преобразования матрицы, в результате которых сохраняется эквивалентность матриц, то есть, элементарные преобразования не изменяют множество решений системы линейных алгебраических уравнений, которую представляет эта матрица.
Элементарные преобразования используются в методе Гаусса для приведения матрицы к треугольному или ступенчатому виду.

Элементарными преобразованиями строк называют:

- перестановку местами любых двух строк матрицы;

- умножение на ненулевую константу любой строки матрицы;

- прибавление к любой строке матрицы другой строки, умноженной на ненулевое число.

Аналогично определяются элементарные преобразования столбцов.

Определение.

Матрицы A и B называют эквивалентными матрицами если от матрицы A к матрице B перешли с помощью элементарных преобразований над строками и обозначают A ~ B.

Примеры на элементарные преобразования матрицы

Пример 1
Используя элементарные преобразования строк преобразовать матрицу A в верхнюю треугольную матрицу, где

	A = 
	[image: image135.png]
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Решение:
поменяем первую и вторую строку местами
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ко 2-ой строке прибавим 1-ую, умноженную на -4; к третей строке прибавим первую
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2-ую строку поделим на -2, третью строку делим на 6
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поменяем вторую и третью строку местами
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к 3-ей строке прибавим 2-ую, умноженную на -5
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Определитель матрицы.
Определитель матрицы или детерминант матрицы - это одна из основных численных характеристик квадратной матрицы, применяемая при решении многих задач.

Определение.

Определителем матрицы n×n будет число:

	det(A) =
	Σ
	(-1)N(α1,α2,...,αn)·aα11·aα22·...·aαnn

	
	(α1,α2,...,αn)
	


где (α1,α2,...,αn) - перестановка чисел от 1 до n, N(α1,α2,...,αn) - число инверсий в перестановке, суммирование идёт по всем возможным перестановкам порядка n.

Обозначение

Определитель матрици A обычно обозначается det(A), |A|, или ∆(A).

Свойства определителя матрицы

1.
Определитель единичной матрицы равен единице:

det(E) = 1

2.
Определитель матрицы с двумя равными строками (столбцами) равен нулю.

3.
Определитель матрицы с двумя пропорциональными строками (столбцами) равен нулю.

4.
Определитель матрицы, содержащий нулевую строку (столбец), равен нулю.

5.
Определитель матрицы равен нулю если две (или несколько) строк (столбцов) матрицы линейно зависимы.

6.
При транспонировании значение определителя матрицы не меняется:

det(A) = det(AT)

7.
Определитель обратной матрицы:

det(A-1) = det(A)-1
8.
Определитель матрицы не изменится, если к какой-то его строке (столбцу) прибавить другую строку (столбец), умноженную на некоторое число.

9.
Определитель матрицы не изменится, если к какой-то его строке (столбцу) прибавить линейную комбинации других строк (столбцов).

10.
Если поменять местами две строки (столбца) матрицы, то определитель матрицы поменяет знак.

11.
Общий множитель в строке (столбце) можно выносить за знак определителя:
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12.
Если квадратная матрица n-того порядка умножается на некоторое ненулевое число, то определитель полученной матрицы равен произведению определителя исходной матрицы на это число в n-той степени:

B = k·A   =>   det(B) = kn·det(A)

где A матрица n×n, k - число.

13.
Если каждый элемент в какой-то строке определителя равен сумме двух слагаемых, то исходный определитель равен сумме двух определителей, в которых вместо этой строки стоят первые и вторые слагаемые соответственно, а остальные строки совпадают с исходным определителем:
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14.
Определитель верхней (нижней) треугольной матрицы равен произведению его диагональных элементов.

15.
Определитель произведения матриц равен произведению определителей этих матриц:

det(A·B) = det(A)·det(B)

Методы вычисления определителя матрицы

Вычисление определителя матрицы 1×1
Правило:

Для матрицы первого порядка значение определителя равно значению элемента этой матрицы:

∆ = |a11| = a11
Вычисление определителя матрицы 2×2
Правило:

Для матрицы 2×2 значение определителя равно разности произведений элементов главной и побочной диагоналей:

	∆ = 
	a11
a12
a21
a22

	 = a11·a22 - a12·a21


Пример 1.

Найти определитель матрицы A

	A = 
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Решение:
	det(A) = 
	5

7
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	 = 5·1 - 7·(-4) = 5 + 28 = 33


Вычисление определителя матрицы 3×3

Правило треугольника для вычисления определителя матрицы 3-тего порядка

Правило:

Для матрицы 3×3 значение определителя равно сумме произведений элементов главной диагонали и произведений элементов, лежащих на треугольниках с гранью параллельной главной диагонали, от которой вычитается произведение элементов побочной диагонали и произведение элементов лежащих на треугольниках с гранью параллельной побочной диагонали.
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Правило Саррюса для вычисления определителя матрицы 3-го порядка

Правило:

Справа от определителя дописывают первых два столбца и произведения элементов на главной диагонали и на диагоналях, ей параллельных, берут со знаком "плюс"; а произведения элементов побочной диагонали и диагоналей, ей параллельных, со знаком "минус":
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Hpunep 2. Hafima onpezemurets sarpamst A
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Пример 2
Найти определитель матрицы A

	A = 
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Решение:
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Вычисление определителя матрицы произвольного размера
Разложение определителя по строке или столбцу
Правило:

Определитель матрицы равен сумме произведений элементов строки определителя на их алгебраические дополнения:

	
	n
	

	det(A) = 
	Σ
	aij·Aij          - разложение по i-той строке

	
	j = 1
	


Правило:

Определитель матрицы равен сумме произведений элементов столбца определителя на их алгебраические дополнения:

	
	n
	

	det(A) = 
	Σ
	aij·Aij          - разложение по j-тому столбцу

	
	i = 1
	


При разложение определителя матрицы обычно выбирают ту строку/столбец, в которой/ом максимальное количество нулевых элементов.

Пример 3
Найти определитель матрицы A

	A = 
	[image: image167.png]
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Решение: Вычислим определитель матрицы, разложив его по первому столбцу:

	det(A) = 
	2

4

1

0

2

1

2

1

1


	 =

	= 2·(-1)1+1·
	2

1

1

1


	 + 0·(-1)2+1·
	4

1

1

1


	 + 2·(-1)3+1·
	4

1

2

1


	 =


= 2·(2·1 - 1·1) + 2·(4·1 - 2·1) = 2·(2 - 1) + 2·(4 - 2) = 2·1 + 2·2 = 2 + 4 = 6

Пример 4
Найти определитель матрицы A

	A = 
	[image: image169.png]
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Решение: Вычислим определитель матрицы, разложив его по второй строке (в ней больше всего нулей):

	det(A) = 
	2

4

1

1

0

2

0

0

2

1

1
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3


	 =
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= 2·(2·1·3 + 1·3·4 + 1·2·2 - 1·1·4 - 2·3·2 - 1·2·3) = 2·(6 +12 + 4 - 4 - 12 - 6) = 2·0 = 0

Приведение определителя к треугольному виду
Правило:

Используя свойства определителя для элементарных преобразований над строками и столбцами 8 - 11, определитель приводится к треугольному виду, и тогда его значение будет равно произведению элементов стоящих на главной диагонали.

Пример 5
Найти определитель матрицы A приведением его к треугольному виду

	A = 
	[image: image172.png]
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Решение:
	det(A) = 
	2

4

1
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Сначала получим нули в первом столбце под главной диагональю. Для этого отнимем от 3-ей строки 1-ую строку, а от 4-ой строки 1-ую строку помноженную на 2:

	det(A) = 
	2

4

1

1

0

2

1

0

2 - 2

1 - 4

1 - 1

3 - 1

4 - 2·2

0 - 2·4

2 - 2·1

3 - 2·1


	 = 
2

4

1

1

0

2

1

0

0

-3

0

2

0

-8

0

1


	


Получим нули во втором столбце под главной диагональю. Для этого поменяем местами 2-ой и 3-тий столбцы:

	det(A) = -
	2

1

4

1

0

1

2

0

0

0

-3

2

0

0

-8

1




Получим нули в третьем столбце под главной диагональю. Для этого к 3-му столбцу добавим 4-ый столбец умноженный на 8:
	det(A) = -
	2

1

4 + 8·1

1

0

1

2 + 8·0

0

0

0

-3 + 8·2

2

0

0

-8 + 8·1

1


	 = -
	2

1

12

1

0

1

2

0

0

0

13

2

0

0

0

1


	 = -2·1·13·1 = -26


Теорема Лапласа
Теорема:

Пусть ∆ - определитель n-ого порядка. Выберем в нем произвольные k строк (столбцов), причем k < n. Тогда сумма произведений всех миноров k-ого порядка, которые содержатся в выбранных строках (столбцах), на их алгебраические дополнения равна определителю.

Минор и алгебраическое дополнение матрицы.
Определение.

Минором Mij к элементу aij определителя n-го порядка называется определитель (n - 1)-го порядка, полученный из исходного определителя вычеркиванием i-той строки и j-того столбца.

Пример 1.

Найти миноры матрицы A

	A = 
	[image: image174.png]
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Решение:
	M32 = 
	5
7
1
-4
1
0
2
0
3

	 = 
	5

1

-4

0




	M11 = 
	1

0

0

3


	 = 1·3 - 0·0 = 3 - 0 = 3


	M12 = 
	-4

0

2

3


	 = -4·3 - 0·2 = -12 -0 = -12


	M13 = 
	-4

1

2

0


	 = -4·0 - 1·2 = 0 - 2 = -2


	M21 = 
	7

1

0

3


	 = 7·3 - 1·0 = 21 - 0 = 21


	M22 = 
	5

1

2

3


	 = 5·3 - 1·2 = 15 - 2 = 13


	M23 = 
	5

7

2

0


	 = 5·0 - 7·2 = 0 - 14 = -14


	M31 = 
	7

1

1

0


	 = 7·0 - 1·1 = 0 - 1 = -1


	M32 = 
	5

1

-4

0


	 = 5·0 - 1·(-4) = 0 + 4 = 4


	M33 = 
	5

7

-4

1


	 = 5·1 - 7·(-4) = 5 + 28 = 33


Определение.

Алгебраическим дополнением Aij к элементу aij определителя n-го порядка называется число

Aij = (-1)i + j · Mij
Свойства алгебраического дополнения матрицы

Сумма произведений элементов строки (столбца) определителя на алгебраические дополнения к элементам этой строки (столбца) равна определителю матрицы:

	n
	

	Σ
	aij·Aij = det(A)

	j = 1
	


Сумма произведений элементов строки (столбца) определителя на алгебраические дополнения к элементам другой строки (столбца) равна нулю:

	n
	

	Σ
	akj·Aij = 0           (i ≠ k)

	j = 1
	


Сумма произведений элементов "произвольной" строки на алгебраические дополнения к элементам i-той строки определителя равна определителю, в котором вместо i-той строки записана "произвольная" строка.

Пример 2
Найти алгебраические дополнения матрицы A

	A = 
	[image: image176.png]
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Решение:
	A11 = (-1)1 + 1·M11 = (-1)2·
	1

0

0

3


	 = 1·3 - 0·0 = 3 - 0 = 3


	A12 = (-1)1 + 2·M12 = (-1)3·
	-4

0

2

3


	 = -(-4·3 - 0·2) = -(-12 -0) = 12


	A13 = (-1)1 + 3·M13 = (-1)4·
	-4

1

2

0


	 = -4·0 - 1·2 = 0 - 2 = -2


	A21 = (-1)2 + 1·M21 = (-1)3·
	7

1

0

3


	 = -(7·3 - 1·0) = -(21 - 0) = -21


	A22 = (-1)2 + 2·M22 = (-1)4·
	5

1

2

3


	 = 5·3 - 1·2 = 15 - 2 = 13


	A23 = (-1)2 + 3·M23 = (-1)5·
	5

7

2

0


	 = -(5·0 - 7·2) = -(0 - 14) = 14


	A31 = (-1)3 + 1·M31 = (-1)4·
	7

1

1

0


	 = 7·0 - 1·1 = 0 - 1 = -1


	A32 = (-1)3 + 2·M32 = (-1)5·
	5

1

-4

0


	 = -(5·0 - 1·(-4)) = -(0 + 4) = -4


	A33 = (-1)3 + 3·M33 = (-1)6·
	5

7

-4

1


	 = 5·1 - 7·(-4) = 5 + 28 = 33


Обратная матрица.
Определение.

Обратная матрица A−1 — матрица, произведение которой на исходную матрицу A равно единичной матрице E:

A·A-1 = A-1·A = E

Замечание.

Обратная матрица существует только для квадратных матриц определитель которых не равен нулю.

Свойства обратной матрицы

	
	det(A-1) = 

1

det(A)



	
	(A·B)-1 = A-1·B-1

	
	(A-1)T = (AT)-1

	
	(kA)-1 = 

A-1
k


	
	(A-1)-1 = A


Методы вычисления обратной матрицы

Вычисление обратной матрицы с помощью присоединённой матрицы

Теорема.

Если справа к квадратной матрице дописать единичную матрицу того же порядка и с помощью элементарных преобразований над строками преобразовать полученную матрицу так, чтобы начальная матрица стала единичной, то матрица полученная из единичной будет обратной матрицей к исходной.

Замечание.

Если при преобразованиях в левой части матрицы образуется нулевая строка (столбец), то исходная матрица не имеет обратной матрицы.

Пример 1
Найти обратную матрицу матрицы A

	A = 
	[image: image178.png]
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Решение: Приписываем к матрице A справа единичную матрицу третьего порядка:

	A|E = 
	[image: image180.png]
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Преобразуем левую часть полученной матрицы в единичную. Для этого от 3-ей строки отнимем 1-ую строку:
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Третью строку поделим на (-3) и поменяем местами со второй строкой:
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Отнимем от 1-ой строки 2-ую умноженную на 4; от 3-ей строки 2-ую умноженную на 2:

	~ 
	[image: image190.png]
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Отнимем от 1-ой строки 3-ую строку:

	~ 
	[image: image194.png]
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Разделим 1-ую строку на 2:
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	Ответ: A-1 = 
	[image: image200.png]
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Вычисление обратной матрицы с помощью союзной матрицы

Определение.

Матрица Ã, элементы которой равны алгебраическим дополнениям соответствующих элементов матрицы A называется союзной матрицей.

	A-1 = 
	1
	ÃT

	
	det(A)
	


Пример 1
Найти обратную матрицу матрицы A

	A = 
	[image: image202.png]
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	2
	1
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Решение: Найдем определитель матрицы A:

	det(A) = 
	2
	4
	1
	 = 

	
	0
	2
	1
	

	
	2
	1
	1
	


= 2·2·1 + 4·1·2 + 1·0·1 - 1·2·2 - 2·1·1 - 4·0·1 = 4 + 8 + 0 - 4 - 2 - 0 = 6

Найдем алгебраические дополнения матрицы A:

	A11 = (-1)1 + 1·
	2
	1
	 = 2·1 - 1·1 = 1

	
	1
	1
	


	A12 = (-1)1 + 2·
	0
	1
	 = -(0·1 - 1·2) = 2

	
	2
	1
	


	A13 = (-1)1 + 3·
	0
	2
	 = 0·1 - 2·2 = -4

	
	2
	1
	


	A21 = (-1)2 + 1·
	4
	1
	 = -(4·1 - 1·1) = -3

	
	1
	1
	


	A22 = (-1)2 + 2·
	2
	1
	 = 2·1 - 1·2 = 0

	
	2
	1
	


	A23 = (-1)2 + 3·
	2
	4
	 = -(2·1 - 4·2) = 6

	
	2
	1
	


	A31 = (-1)3 + 1·
	4
	1
	 = 4·1 - 1·2 = 2

	
	2
	1
	


	A32 = (-1)3 + 2·
	2
	1
	 = -(2·1 - 1·0) = -2

	
	0
	1
	


	A33 = (-1)3 + 3·
	2
	4
	 = 2·2 - 4·0 = 4

	
	0
	2
	


Запишем союзную матрицу:

	Ã = 
	[image: image204.png]
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Найдем обратную матрицу:

	A-1 = 

	1

	ÃT
	 = 

	1


		det(A)

			6
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	 = 
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	Ответ: A-1 = 
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Линейно зависимые и независимые строки.

Определение.

Линейной комбинацией строк s1, s2, ..., sl матрицы A называется выражение

α1s1 + α2s2 + ... + αlsl
Определение.

Линейная комбинация строк называется тривиальной, если все коэффициенты αi одновременно равны нулю.

Замечание.

Тривиальная линейная комбинация строк равна нулевой строке.

Определение.

Линейная комбинация строк называется нетривиальной, если хотя бы один из коэффициентов αi не равен нулю.

Определение.

Система строк называется линейно зависимой (ЛЗ), если существует их нетривиальная линейная комбинация, равная нулевой строке.

Определение.

Система строк называется линейно независимой (ЛНЗ), если только тривиальная линейная комбинация равна нулевой строке (не существует их нетривиальной линейной комбинации, равной нулевой строке).

Замечание.

Система строк квадратной матрицы линейно независима тогда и только тогда, когда определитель этой матрицы не равен нулю.

Замечание.

Система строк квадратной матрицы линейно зависима тогда и только тогда, когда определитель этой матрицы равен нулю.

Пример 1
Показать, что система строк {s1 = {2   5}; s2 = {4   10}} является линейно зависимой.

Решение. Составим линейную комбинацию этих строк

α1{2   5} + α2{4   10}

Найдем при каких значениях α1, α2 эта линейная комбинация равна нулевой строке

α1{2   5} + α2{4   10} = {0   0}

Данное уравнение эквивалентно следующей системе уравнений:

	[image: image212.png]



	2α1 + 4α2 = 0

	
	5α1 + 10α2 = 0


Разделим первое уравнение на 2, а второе уравнение на 5:

	[image: image213.png]



	α1 + 2α2 = 0

	
	α1 + 2α2 = 0


Решением этой системы могут быть любые числа α1 и α2 такие что: α1 = -2α2, например, α2 = 1, α1 = -2, а это означает что строки s1 и s2 линейно зависимые.

Пример 2
Показать, что система строк {s1 = {2   5   1}; s2 = {4   10   0}} является линейно независимой.

Решение. Составим линейную комбинацию этих строк

α1{2   5   1} + α2{4   10   0}

Найдем при каких значениях α1, α2 эта линейная комбинация равна нулевой строке

α1{2   5   1} + α2{4   10   0} = {0   0   0}

Данное уравнение эквивалентно следующей системе уравнений:

	[image: image214.png]



	2α1 + 4α2 = 0

	
	5α1 + 10α2 = 0

	
	α1 + 0α2 = 0


Из 3-го уравнения получаем α1 = 0, подставим это значение в 1-ое и 2-ое уравнения:

	[image: image215.png]



	2·0 + 4α2 = 0
	   =>   
	[image: image216.png]



	4α2 = 0
	   =>   
	[image: image217.png]



	α2 = 0

	
	5·0 + 10α2 = 0
	
	
	10α2 = 0
	
	
	α2 = 0

	
	α1 = 0
	
	
	α1 = 0
	
	
	α1 = 0


Так как линейная комбинация строк равна нулю только когда α1 = 0 и α2 = 0, то строки линейно независимые.

Ранг матрицы.

Определение.

Рангом системы строк (столбцов) называется максимальное количество линейно независимых строк (столбцов) этой системы.

Теорема.

Ранг системы строк матрицы равен её рангу системы столбцов.

Определение.

Рангом матрицы A называется ранг её системы строк или столбцов.

Обычно ранг матрицы A обозначается rank(A) или rang(A)

Свойства матрицы связанные с рангом

Ранг матрицы не изменится, если к ее строкам (столбцам) применить элементарные преобразования.

Ранг ступенчатой матрицы равен количеству её ненулевых строк.

Методы вычисления ранга матрицы

Метод элементарных преобразований

Используя свойства матрицы связанные с ее рангом, получен метод расчета ранга наиболее часто использующийся на практике.

Метод 1. Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк после приведения матрицы к ступенчатому виду, используя элементарные преобразования над строками и столбцами матрицы.

Метод окаймления миноров

Теорема. Ранг матрицы равен наибольшему порядку не равного нулю минора.

Метод 2. Если в матрице A найден ненулевой минор k-го порядка M. Рассмотрим все миноры (k + 1)-го порядка, включающие в себя (окаймляющие) минор M; если все они равны нулю, то ранг матрицы равен k. Если среди окаймляющих миноров найдется ненулевой, то вся процедура повторяется.

Пример. Вычислить ранг матрицы A, где

	A = 
	[image: image218.png]
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Решение:
От 1-ой строки отнимем 2-ую умноженную на 2, от 4-ой отнимем 2-ую умноженную на 2
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Поменяем местами строки

	~ 
	[image: image224.png]
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полученная матрица есть является ступенчатой, значит rank(A) = 3.

Ответ: rank(A) = 3.

Порядок выполнения самостоятельной работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Можно вычислить определитель с неравным числом столбцов и строк.

2. Чем отличается алгебраическое дополнение от минора.

3. Укажите способы вычисления определителей?

4. Дайте определение транспонированной матрицы?

5. Как понимать определитель 4–го порядка?

6. Метод обратной матрицы можно применить к любой системе уравнений?

Текст самостоятельной работы:

1-3. Вычислить линейные  комбинации матриц:
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4. Вычислить 
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5. Найти 
[image: image239.wmf],

BA

AB

-

 где


[image: image240.wmf],

3

2

1

  

2

1

2

  

1

2

1

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

A

 
[image: image241.wmf].

1

0

1

  

2

2

1

  

1

2

4

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

B


6. Найти 
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 EMBED Equation.3 [image: image244.wmf].
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7. Найти 
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8-10. Вычислить определители:
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11-12. Решить матричные уравнения:
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13-14. Решить матричным способом системы линейных уравнений:

13.
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Теорема о существовании и единственности решения системы n-линейных уравнений с n неизвестными (теорема Крамера)

Цель работы: 

- закрепить умения и навыки решать системы линейных уравнений по формулам Крамера и методом Гаусса;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень знаний по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 38-40.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 13-15.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.75-81.

http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_5_4.php
http://ru.solverbook.com/spravochnik/teoremy/teorema-kramera/
Общие теоретические положения

Метод Крамера
Метод Крамера (теорема Крамера) — способ решения квадратных СЛАУ с ненулевым определителем основной матрицы. Назван по имени Габриэля Крамера, автора метод.

Теорема Крамера

Теорема
Теорема Крамера. Если определитель матрицы квадратной системы не равен нулю, то система совместна и имеет единственное решение, которое находится по формулам Крамера:

[image: image255.png]



где [image: image256.png]


 - определитель матрицы системы, [image: image257.png]


 - определитель матрицы системы, где вместо [image: image258.png]


-го столбца стоит столбец правых частей.

Замечание
Если определитель системы равен нулю, то система может быть как совместной, так и несовместной.

Замечание
Данный метод удобно применять для маленьких систем с громоздкими вычислениями, а так же если нужно найти одну из неизвестных. Трудность заключается в том, что необходимо считать много определителей.

Примеры решения систем уравнений

Пример 1
Найти решение СЛАУ [image: image259.png]


 при помощи метода Крамера.

Решение. Вычисляем определитель матрицы системы:

[image: image260.png]o
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Так как [image: image261.png]


, то по теореме Крамера система совместна и имеет единственное решение. Вычислим вспомогательные определители. Определитель [image: image262.png]Aq



 получим из определителя [image: image263.png]


 заменой его первого столбца столбцом свободных коэффициентов. Будем иметь:

[image: image264.png]



Аналогично, определитель [image: image265.png]


 получается из определителя матрицы системы [image: image266.png]


 заменой второго столбца столбцом свободных коэффициентов:

[image: image267.png]14 =31





Тогда получаем, что

[image: image268.png]



Ответ. [image: image269.png]


, [image: image270.png]



Пример 2
При помощи формул Крамера найти решение системы [image: image271.png]2uy + @2+ 23
-





Решение. Вычисляем определитель матрицы системы:

[image: image272.png]=2:(=1) 24 1-(=1) - 14103





[image: image273.png]



Так как определитель матрицы системы неравен нулю, то по теореме Крамера система совместна и имеет единственное решение. Для его нахождения вычислим следующие определители:

[image: image274.png]11
-1 0
-1 2

=2.(=1) 24 (-2) (1) -1+





[image: image275.png]



[image: image276.png]1 -2 0[=2(-2)-2+1-2:14+2.0-3-




[image: image277.png](-2)-1-2-0-2-1-2-2=—4




[image: image278.png]2:(=1)-2+1-(=1) -2+




[image: image279.png]



Таким образом,

[image: image280.png]


    [image: image281.png]


    [image: image282.png]



Ответ. [image: image283.png]



Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Любую систему уравнений можно решить правилом Крамара?

2. Как проверить правильность решения системы?

Текст самостоятельной работы:

1-2. Решить по формулам Крамера следующие системы уравнений:

1. 
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2. 
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3-4. Решить методом Гаусса следующие системы уравнений:

3.
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4. 
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Операции над векторами
Цель: 

- отработать навыки в решении задач аналитической геометрии на плоскости.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 53.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.113-140.

http://function-x.ru/vectors1.html
Общие теоретические положения

Векторы и операции над векторами
Понятие вектора
Векторы занимают особое место среди объектов, рассматриваемых в высшей математике, поскольку каждый вектор имеет не только числовое значение - длину, но и физическое и геометрическое - направленность. Вектор, представленный направленным отрезком, идущим от точки A к точке B, обозначается так: [image: image288.png]


.

[image: image289.jpg]



рис. 1
Вектор - это вид представления точки, до которой требуется добраться из некоторой начальной точки. Например, трёхмерный вектор, как правило, записывается в виде (х, y, z). Говоря совсем просто, эти числа означают, как далеко требуется пройти в трёх различных направлениях, чтобы добраться до точки.

Пусть дан вектор. При этом x = 3 (правая рука указывает направо), y = 1 (левая рука указывает вперёд), z = 5 (под точкой стоит лестница, ведущая вверх). По этим данным вы найдёте точку, проходя 3 метра в направлении, указываемом правой рукой, затем 1 метр в направлении, указываемом левой рукой, а далее Вас ждёт лестница и, поднимаясь на 5 метров, Вы, наконец, окажетесь в искомой точке.

Все остальные термины - это уточнения представленного выше объяснения, необходимые для различных операций над векторами, то есть, решения практических задач. Пройдёмся по этим более строгим определениям, останавливаясь на типичных задачах на векторы.

Физическими примерами векторных величин могут служить смещение материальной точки, двигающейся в пространстве, скорость и ускорение этой точки, а также действующая на неё сила.

Геометрический вектор представлен в двумерном и трёхмерном пространстве в виде направленного отрезка, т.е. отрезка, у которого различают начало и конец.

Если A - начало вектора, а B - его конец, то вектор обозначается символом [image: image290.png]


 или одной строчной буквой [image: image291.png]


. На рисунке конец вектора указывается стрелкой (рис. 2)

[image: image292.jpg]Puc. 1




рис. 2
Длиной (или модулем) геометрического вектора [image: image293.png]


 называется длина порождающего его отрезка [image: image294.png]|43|




Два вектора называются равными, если они могут быть совмещены (при совпадении направлений) путём параллельного переноса, т.е. если они параллельны, направлены в одну и ту же сторону и имеют равные длины.

В физике часто рассматриваются закреплённые векторы, заданные точкой приложения, длиной и направлением. Если точка приложения вектора не имеет значения, то его можно переносить, сохраняя длину и направление в любую точку пространства. В этом случае вектор называется свободным. Мы договоримся рассматривать только свободные векторы.

Линейные операции над геометрическими векторами

Произведение вектора на число
Произведением вектора [image: image295.png]


 на число [image: image296.png]


называется вектор, получающийся из вектора [image: image297.png]


 растяжением (при [image: image298.png][4]>1



) или сжатием (при [image: image299.png][4] <1



) в [image: image300.png]4]



 раз, причём направление вектора [image: image301.png]


 сохраняется, если [image: image302.png]A=0



, и меняется на противоположное, если [image: image303.png]A<l



. (рис. 3)

[image: image304.jpg]Puc. 2




рис. 3
Из определения следует, что векторы [image: image305.png]


 и [image: image306.png]


 = [image: image307.png]


 всегда расположены на одной или на параллельных прямых. Такие векторы называются коллинеарными. (Можно говорить также, что эти векторы параллельны, однако в векторной алгебре принято говорить "коллинеарны") Справедливо и обратное утверждение: если векторы [image: image308.png]


 и [image: image309.png]


 коллинеарны, то они связаны отношением [image: image310.png]


. (1)

Следовательно, равенство (1) выражает условие коллинеарности двух векторов.

Сумма векторов
Суммой векторов [image: image311.png]


 и [image: image312.png]


 называется вектор [image: image313.png]


, начало которого совпадает с началом вектора [image: image314.png]


, а конец - с концом вектора [image: image315.png]


, при условии, что начало вектора [image: image316.png]


 приложено к концу вектора [image: image317.png]


. (Рис. 4)

[image: image318.jpg]+o

Puc. 3




рис. 4
Это определение может быть распределено на любое конечное число векторов. Пусть в пространстве даны n свободных векторов [image: image319.png]+
'
'

@, a., ax



. Если к концу вектора [image: image320.png]


 приложить начало вектора [image: image321.png]


, а к концу вектора [image: image322.png]


 - начало вектора [image: image323.png]


 и т.д. и, наконец, к концу вектора [image: image324.png]


 - начало вектора [image: image325.png]


, то суммой этих векторов служит замыкающий вектор [image: image326.png]s=a1tat. +aw



, начало которого совпадает с началом первого вектора [image: image327.png]


, а конец - с концом последнего вектора [image: image328.png]


. (рис. 5)

[image: image329.jpg]=4

Puc. 4




рис. 5
Слагаемые [image: image330.png]+
'
'

@, a., ax



 называются составляющими вектора [image: image331.png]


, а сформулированное правило - правилом многоугольника. Этот многоугольник может и не быть плоским.

При умножении вектора [image: image332.png]


 на число -1 получается противоположный вектор [image: image333.png]


. Векторы [image: image334.png]


 и [image: image335.png]


 имеют одинаковые длины и противоположные направления. Их сумма [image: image336.png]


 даёт нулевой вектор, длина которого равна нулю. Направление нулевого вектора не определено.

В векторной алгебре нет необходимости рассматривать отдельно операцию вычитания: вычесть из вектора [image: image337.png]


 вектор [image: image338.png]


 означает прибавить к вектору [image: image339.png]


противоположный вектор [image: image340.png]


, т.е. [image: image341.png]a-b=a+(-F)




Пример 1. Упростить выражение:

[image: image342.png]2(3a-4B)+3(b-2a)+4a



.

Решение:

[image: image343.png]2(%a-4b

+3(5-2a)+4a=




,

то есть, векторы можно складывать и умножать на числа так же, как и многочлены (в частности, также задачи на упрощение выражений). Обычно необходимость упрощать линейно подобные выражения с векторами возникает перед вычислением произведений векторов.

Пример 2. Векторы [image: image344.png]


 и [image: image345.png]


 служат диагоналями параллелограмма ABCD (рис. 6). Выразить через [image: image346.png]


 и [image: image347.png]


 векторы [image: image348.png]


, [image: image349.png]


, [image: image350.png]


 и [image: image351.png]


, являющиеся сторонами этого параллелограмма.

[image: image352.jpg]



рис. 6
Решение. Точка пересечения диагоналей параллелограмма делит каждую диагональ пополам. Длины искомых векторов находим либо как половины сумм векторов, образующих с искомыми треугольник, либо как половины разностей (в зависимости от направления вектора, служащего диагональю), либо, как в последнем случае, половины суммы, взятой со знаком минус. Итак, искомые векторы равны:

[image: image353.png]



Длина суммы векторов и теорема косинусов

При сложении векторов для нахождения длины суммы векторов используется теорема косинусов. Пусть [image: image354.png]


 и [image: image355.png]


 - векторы, [image: image356.png]


 - угол между ними, а [image: image357.png]


 - сумма векторов как результат сложения векторов по правилу треугольника. 
[image: image358.jpg]



рис. 7
Тогда верно следующее соотношение:

[image: image359.png]


.

Поэтому для определения длины суммы векторов нужно извлечь квадратный корень из каждой части равенства, тогда получится формула длины:

[image: image360.png]


.

В случае вычитания векторов ([image: image361.png]


) происходит сложение вектора [image: image362.png]


 с вектором [image: image363.png]


, противоположным вектору [image: image364.png]


, то есть имеющим ту же длину, но противоположным по направлению. Углы между и [image: image365.png]


 и [image: image366.png]


 и между [image: image367.png]


 и [image: image368.png]


 являются смежными углами, у них одна сторона общая, а другие стороны лежат на одной прямой. В случае вычитания векторов для нахождения длины разности векторов нужно знать следующее свойство косинусов смежных углов:

косинусы смежных углов равны по абсолютной величине (величине по модулю), но имеют противоположные знаки.

Перейдём к примерам.

Пример 1. Даны длины векторов [image: image369.png]


 и длина суммы этих векторов [image: image370.png]


 Найти длину разности этих векторов [image: image371.png]


.

Решение.

Шаг 1. По теореме косинусов составляем уравнение, чтобы найти косинус угла между векторами и находим его:

[image: image372.png]24* =13 +19°- 20130190 cosx

547132“927242 46 __23
Cel3els 494 247





Не забываем, что косинус получился со знаком минус, это важно для дальнейшего вычисления длины разности векторов!

Шаг 2. Находим длину разности векторов, подставляя в формулу косинус смежного угла:

[image: image373.png]k

(137 +197 - 2e13019 e cos

169+ 361- 4s40-22 =
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22
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Пример 2. Даны длины векторов [image: image374.png]


 и длина разности этих векторов [image: image375.png]


. Найти длину суммы этих векторов [image: image376.png]


.

Решение.

Шаг 1. По теореме косинусов составляем уравнение, чтобы найти косинус смежного угла (задача обратная по отношению к примеру 1) и находим его:

[image: image377.png]30° =11 +23° ~ 20110230 cos(a’)
1423 o300 105

cos Jelle23 253





Шаг 2. Меняем знак косинуса и получаем косинус "изначального" угла между [image: image378.png]


 и [image: image379.png]


:

[image: image380.png]



Шаг 3. Находим длину разности векторов, подставляя в формулу косинус "изначального" угла:

[image: image381.png]-7 125
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Пример 3. Векторы [image: image382.png]


 и [image: image383.png]


 взаимно перпендикулярны, а их длины [image: image384.png]


. Найти длину суммы этих векторов [image: image385.png]


 и длину их разности [image: image386.png]


.

Решение.

Два смежных угла, как нетрудно догадаться из приведённого в начале урока определения, в сумме составляют 180 градусов. Следовательно, смежный с прямым углом (90 градусов) угол - тоже прямой (тоже 90 градусов). Косинус такого угла равен нулю, то же самое относится и к косинусу смежного угла. Поэтому, подставляя это значение в выражения под корнем в формуле длины суммы и разности векторов, получаем нули как последние выражения - произведения под знаком корня. То есть, длины суммы и разности данных векторов равны, вычисляем их:

[image: image387.png]fe+2|=[a-8|=v25+122 =13




Произведения векторов.
Произведения вектора на вектор не являются линейными операциями и рассматриваются отдельно.

Скалярное произведение двух векторов

[image: image388.jpg]¥

A-B=ABcos¢g





рис. 8
Скалярное произведение векторов позволяет находить угол между двумя векторами. Поэтому оно часто встречается в последующих разделах математики, особенно, аналитической геометрии. Стоит ли говорить о том, что нахождение скалярного произведения векторов - фундаментальный навык для любого будущего инженера, проектирующего всё что угодно, от гладильных досок и лестниц-стремянок до зданий, или для программиста, собирающегося разрабатывать игры?

Определение 1. Скалярным произведением двух векторов называется число (скаляр), равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними. 
Согласно определению, формула выглядит так: [image: image389.png]


   (1)

Если в задаче и длины векторов, и угол между ними даны", то условие задачи и её решение выглядят так:

Пример 1. Даны [image: image390.png]


. Найти [image: image391.png]


, если

[image: image392.png])=

ol




Решение:

[image: image393.png]



Сформулируем другое определение скалярного произведения двух векторов, эквивалентное определению 1.

Определение 2. Скалярным произведением двух векторов называется число (скаляр), равное произведению длины одного их этих векторов на проекцию другого вектора на ось, определяемую первым из указанных векторов. Формулы выглядят так:

[image: image394.png]G ok =[a|m,b



   (2)

или

[image: image395.png]


   (3)

Частое применение скалярного произведения векторов
Скалярное произведение двух векторов используется для расчёта работы постоянной силы.

Посмотрите ещё раз на рисунок в начале темы. Пусть материальная точка перемещается прямолинейно из начала координат в конец вектора А под действием постоянной силы F = B, образующей угол [image: image396.png]


 с перемещением S = A. Из физики известно, что работа силы F при перемещении S равна [image: image397.png]


. Таким образом, работа постоянной силы при прямолинейном перемещении её точки приложения равна скалярному произведению вектора силы F = B на вектор перемещения S = A.

Алгебраические свойства скалярного произведения векторов
[image: image398.png]


  (переместительное свойство)

[image: image399.png](2a)6 = a(ak)



  (сочетательное относительно числового множителя свойство)

[image: image400.png]


  (распределительное относительно суммы векторов свойство)

[image: image401.png]aa >0



, если [image: image402.png]


 - ненулевой вектор, и [image: image403.png]


, если [image: image404.png]


 - нулевой вектор.

Выражение скалярного произведения векторов через координаты перемножаемых векторов
Если два вектора [image: image405.png]


 и [image: image406.png]


 определены своими декартовыми прямоугольными координатами

[image: image407.png][EREE



 и [image: image408.png](50 72 2)



,

то скалярное произведение этих векторов равно сумме попарных произведений их соответствующих координат, т.е.

[image: image409.png]aeh=xx+yy, +22



.

Геометрические свойства скалярного произведения векторов
1. Два вектора называют ортогональными, если скалярное произведение этих векторов равно нулю, т.е.

[image: image410.png]JE+ Ytz =



.

Ортогональностью в векторной алгебре называется перпендикулярность двух векторов.

2. Два ненулевых вектора составляют острый угол тогда и только тогда, когда их скалярное произведение положительно, а тупой угол - тогда и только тогда, когда их скалярное произведение отрицательно.

Пример 2. Доказать, что вектор [image: image411.png]


 ортогонален (перпендикулярен) вектору [image: image412.png]



Решение. Векторы ортогональны (перпендикулярны), если скалярное произведение этих векторов равно нулю. Перемножим векторы [image: image413.png]


 и [image: image414.png]


 как многочлены:

[image: image415.png]


.

Итак, ортогональность (перпендикулярность) векторов доказана.

Пример 3. Даны длины двух векторов и угол между ними:

[image: image416.png]


.

Определить, при каком значении [image: image417.png]


 векторы [image: image418.png]3a+ b



 и [image: image419.png]


 ортогональны (перпендикулярны).

Решение. Векторы ортогональны (перпендикулярны), если скалярное произведение этих векторов равно нулю. Перемножим векторы по правилу умножения многочленов:

[image: image420.png](33+ A8 )e (a- 28)= 307 - 65 + Aab - 227



.

Теперь вычислим каждое слагаемое:

[image: image421.png].9=27




[image: image422.png]



[image: image423.png]dab= z-[s.l}
2

31




[image: image424.png]245

184=82



.

Составим уравнение (равенство скалярного произведения векторов нулю), приведём подобные члены и решим уравнение:

[image: image425.png]27-18+34-82=0
9-51=0
51=9





Пример 4. Даны векторы:

[image: image426.png]


.

Вычислить скалярные произведения всех пар данных векторов. Какой угол (острый, прямой, тупой) образуют эти пары векторов?

Решение. Векторы даны в координатах, поэтому скалярные произведения векторов будем вычислять путём сложения произведений соответствующих координат.

[image: image427.png]5+1e2=1-25+2




.

Скалярное произведение векторов отрицательно, поэтому эти векторы образуют тупой угол.

[image: image428.png]te2+set+telonasi 2T ogs
2 2 2




.

Скалярное произведение векторов положительно, поэтому эти векторы образуют острый угол.

[image: image429.png]


.

Скалярное произведение векторов положительно, поэтому эти векторы образуют острый угол.

[image: image430.png]1-2+(—5)-1+2.§




.

Скалярное произведение векторов равно нулю, поэтому эти векторы образуют прямой угол.

[image: image431.png]bed

0+(-5)80+2



.

Скалярное произведение векторов положительно, поэтому эти векторы образуют острый угол.

[image: image432.png]2d=200+100+ 20122
P




.

Скалярное произведение векторов положительно, поэтому эти векторы образуют острый угол.

Экономический смысл скалярного произведения векторов
В экономических задачах можно рассматривать скалярное произведение вектора цен p на вектор объёма проданных товаров x. Скалярное произведение px в этом случае даёт суммарную стоимость проданных товаров x при ценах p. Например, если объём всех товаров, проданных предприятием, выражается вектором x = (400; 750; 200; 300), элементы которого означают соответственно количество товаров различных групп, а цены в одних и тех же денежных единицах заданы в соответствующем порядке вектором p = (3; 2,1; 1,2; 0,5), то скалярное произведение

[image: image433.png]px=32400+210750+1,20200+
+0,58300 = 3165




выражает суммарную стоимость всех товаров x.

Угол между двумя векторами
Чтобы выразить скалярное произведение

[image: image434.png]gob=[aleflcos @



                              (1)

в координатной форме, предварительно найдём скалярные произведение ортов. По определению, [image: image435.png]aea

ifofacos0





Итак, скалярное произведение вектора на самого себя равно квадрату длины вектора. В частности, [image: image436.png]Jej=kek

1




Так как векторы [image: image437.png]


 попарно перпендикулярны, то [image: image438.png]



Теперь выполним умножение векторных многочленов:

[image: image439.png]T+ g Az E) i+ vtz k) =

Teitxyieitrziekt
T3 Sy S Sz ekt
tomk el +zy,k e+ nzk ek



 

Подставляя в правую часть равенства значения соответствующих скалярных произведений ортов, получим [image: image440.png]aeh=nx+yy, oz,




Получаем формулу угла между двумя векторами:

[image: image441.png]% 40y 127

Ea
R+ E (i +z]





Пример 5. Даны три точки A(1;1;1), B(2;2;1), C(2;1;2). Найти угол [image: image442.png]@=LBAC



.

Решение. Находим координаты векторов:

[image: image443.png]AB=(1; 1 0)



, [image: image444.png]=101



.

По формуле косинуса угла между векторами получаем:

[image: image445.png]lel+1e0+0e1

cosp= et 2001
| \1’+11’+0’\1’+0’+1’
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Следовательно, [image: image446.png]@=60°



.

Пример 6. Даны два вектора [image: image447.png]a(2-3,4)



 и [image: image448.png]



Найти сумму, разность, длину, скалярное произведение и угол между ними.

Решение.

1. Сумма 
[image: image449.png]



2. Разность

[image: image450.png]a-b=(2-34-(-1,

-5=(3-19.




3. Длина

[image: image451.png]



4. Скалярное произведение

[image: image452.png]20(-1)+(-3)s (=) +4(-5) =
—246-20=—16.





5. Угол между [image: image453.png]


 и [image: image454.png]


:

[image: image455.png]—2+6-20
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Пример 7. Среди векторов

[image: image456.png]



Найти а) коллинеарные; б) ортогональные.

Решение.

а) проверим пропорциональность соответствующих координат векторов - условие коллинеарности.

Для векторов [image: image457.png]


и [image: image458.png]


: [image: image459.png]


 

Равенство не выполняется.

Для векторов [image: image460.png]


 и [image: image461.png]


: [image: image462.png]f—6=5/1

4/8.





Равенство выполняется.

Для векторов [image: image463.png]


 и [image: image464.png]


: [image: image465.png]2/-10=3/8.




Равенство не выполняется.

Таким образом, коллинеарны векторы [image: image466.png]


 и [image: image467.png]


.

б) найдём скалярные произведения векторов.

[image: image468.png]~Ded+302+502+(-4)03=
44+ 64+10-12 =0,





[image: image469.png]=(-De2+30(-6)+50(-10)+(-4) 08=
—0—18-50-132=—102.





[image: image470.png]402+20(-6)+20(-10)+3e;
B—12-20424 =0,





Таким образом, ортогональны векторы [image: image471.png]


 и [image: image472.png]


 и [image: image473.png]


 и [image: image474.png]


.

Векторное произведение векторов
Определение. Векторным произведением вектора [image: image475.png]


 на вектор [image: image476.png]


 называется вектор [image: image477.png]


, обозначаемый символом [image: image478.png]


 и удовлетворяющий следующим трём требованиям:

1) длина вектора [image: image479.png]


 равна произведению длин векторов [image: image480.png]


 и [image: image481.png]


 на синус угла [image: image482.png]


 между ними, т.е.

[image: image483.png]H

[a]

F{Blsin @



;

2) вектор [image: image484.png]


 ортогонален к каждому из векторов [image: image485.png]


 и [image: image486.png]


;

3) вектор [image: image487.png]


 направлен так, что тройка векторов [image: image488.png]abe



 является правой.

Правые и левые тройки векторов
Для того, чтобы получить векторное произведение двух векторов, необходимо, чтобы:

1) векторы были не коллинеарны;

2) векторы были взяты в определённом порядке.

Определённый порядок связан с понятием упорядоченных троек векторов. В этой тройке два вектора - перемножаемые векторы, а третий - векторное произведение этих векторов.

Определение 1. Три вектора называются упорядоченной тройкой (или просто тройкой), если указано, какой из этих векторов является первым, какой - вторым и какой - третьим.

При записи тройки векторов мы всегда будем располагать эти векторы в порядке их следования. Так, запись [image: image489.png]bac



 означает, что первым элементом тройки является вектор [image: image490.png]


, вторым – вектор [image: image491.png]


 и третьим – вектор [image: image492.png]


.

[image: image493.jpg]of

o}
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рис. 9
Определение 2. Тройка некомпланарных векторов [image: image494.png]abe



 называется правой (левой), если выполнено одно из следующих трёх условий:

1. Если, будучи приведены к общему началу, эти векторы располагаются так, как могут быть расположены соответственно большой, несогнутый указательный и средний пальцы правой (левой) руки;

2. Если после приведения к общему началу вектор [image: image495.png]


 располагается по ту сторону от плоскости, определяемой векторами [image: image496.png]


 и [image: image497.png]


, откуда кратчайший поворот от [image: image498.png]


 к [image: image499.png]


представляется совершающимся против часовой стрелки (по часовой стрелке);

[image: image500.jpg]of

o}

Puc. 2




рис. 10
3. Если, находясь внутри телесного угла, образованного приведёнными к общему началу векторами [image: image501.png]


, [image: image502.png]


, [image: image503.png]


, мы видим поворот от [image: image504.png]


 к [image: image505.png]


 и от него к [image: image506.png]


 совершающимся против часовой стрелки (по часовой стрелке).

Условия 1, 2 и 3 эквивалентны между собой. С помощью каждого из приведённых условий можно убедиться в том, что тройка [image: image507.png]abe



, изображённая на рис. 9, является правой, а тройка [image: image508.png]abe



, изображённая на рис. 10, является левой.

Замечание. Понятие правой и левой тройки теряет смысл для компланарных векторов.

Если две тройки векторов либо обе являются правыми, либо обе являются левыми, то принято считать, что эти тройки одной ориентации. В противном случае - две тройки противоположной ориентации.

Всего из трёх векторов [image: image509.png]


, [image: image510.png]


 и [image: image511.png]


 можно составить следующие шесть троек:

[image: image512.png]abe



; [image: image513.png]bea



; [image: image514.png]cab



  (1)

[image: image515.png]bac



; [image: image516.png]ach



; [image: image517.png]cha



  (2)

С помощью условия 3 определения 2 легко проверить, что все три тройки (1) той же ориентации, что и тройка [image: image518.png]abe



, а все три тройки (2) имеют ориентацию, противоположную [image: image519.png]abe



.

Определение 3. Аффинная или декартова система координат называется правой (левой), если три базисных вектора образуют правую (левую) тройку.

Пример 1. Найти длину векторного произведения векторов [image: image520.png]


 векторов [image: image521.png]


 и [image: image522.png]


, если [image: image523.png]B4 o=




Решение.
[image: image524.png]=2e4esinZ=ge
7
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Итак, в чём главное отличие векторного произведения двух векторов от уже рассмотренного нами скалярного произведения? В том, что скалярное произведение двух векторов - это число, а векторное произведение векторов - это вектор.

Пример 2. Вычислить векторное произведение векторов [image: image525.png]


, если их длины [image: image526.png]


 и [image: image527.png]


, а скалярное произведение [image: image528.png]


.

Решение. Была бы очень простая задача, как в примере 1, но нам не дан синус угла между векторами. Однако из отношения скалярного произведения к произведению длин векторов можем найти косинус этого угла:

[image: image529.png]


.

Синус угла между векторами можем выразить через косинус по известному из школьного курса тригонометрическому тождеству:

[image: image530.png]


.

Теперь для вычисления векторного произведения векторов у нас есть всё. Вычисляем:

[image: image531.png]=[axE]= el
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.

Геометрические свойства векторного произведения векторов
Теорема 1. Необходимым и достаточным условием коллинеарности двух векторов является равенство нулю векторного произведения этих векторов.

Теорема 2. Длина (или модуль) векторного произведения векторов [image: image532.png]


 равна площади S параллелограмма, построенного на приведённых к общему началу векторах [image: image533.png]


 и [image: image534.png]


.

Следствие. Площадь треугольника, построенного на приведённых к общему началу векторах [image: image535.png]


 и [image: image536.png]


, равна половине длины векторного произведения этих векторов.

Пример 3. Найти

1) площадь параллелограмма, построенного на векторах [image: image537.png]


 и [image: image538.png]


 из примера 1;

2) площадь треугольника, построенного на тех же векторах.

Решение.
1) из примера 1, где была найдена длина векторного произведения данных векторов, получаем, [image: image539.png]



2) площадь искомого треугольника равна половине длины векторного произведения векторов, или, что тоже самое, половине площади параллелограмма, т.е. [image: image540.png]



Пример 4. Вычислить площадь треугольника ABC, если известны координаты его вершин: A (3; 1; -1), B (-1; 0; 2), C (3; 2; -2).

Решение. Найдём координаты векторов [image: image541.png]


 и [image: image542.png]


:

[image: image543.png]AB=(-1-3 0-1 2-D)=(-4 -1 3)

E:(z—z, 2-1, —2—(—1)):(0, 1 1)




Площадь треугольника равна половине длины векторного произведения векторов, на которых он построен. Найдём векторное произведение векторов через их координаты:

[image: image544.png]



То есть, координаты вектора, являющегося векторным произведением исходных векторов:

[image: image545.png]F/:(—z -4, —4)



, откуда найдём его длину:

[image: image546.png][F= e =
= JE2P (D +(-4P =





Теперь получим искомую сумму треугольника:

[image: image547.png]


.

Алгебраические свойства векторного произведения векторов
1. [image: image548.png]


 (свойство антиперестановочности сомножителей);

2. [image: image549.png]


 (сочетательное относительно числового множителя свойство);

3. [image: image550.png]


 (распределительное относительно суммы векторов свойство);

4. [image: image551.png]


 для любого вектора [image: image552.png]


.

Выражение векторного произведения векторов в декартовых координатах
Если два вектора [image: image553.png]


 и [image: image554.png]


 определены своими декартовыми прямоугольными координатами

[image: image555.png](% 2 2)



, [image: image556.png][ 72 2)



, то векторное произведение этих векторов имеет вид

[image: image557.png][#]

=(ra -y 2mmn o)



   (1).

Для запоминания этой формулы удобно использовать определитель и переписать формулу в виде

[image: image558.png][a8]-

A

e v oz





Раскрывая определитель по элементам первой строки, получим разложение вектора [image: image559.png]


 по базису i, j, k, эквивалентное (1).

Пример 5. Найти:

1) координаты векторного произведения векторов [image: image560.png]


;

2) длину векторного произведения векторов [image: image561.png]


, если [image: image562.png]a=(2 3 4) B=(1 1 3)




Решение.
[image: image563.png]2 4
1 3]
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Это означает:

[image: image564.png]¢=(5 -2 -1)




[image: image565.png]



Двойное векторное произведение векторов
Пусть даны три произвольных вектора [image: image566.png]


, [image: image567.png]


 и [image: image568.png]


. Если вектор [image: image569.png]


 векторно умножается на вектор [image: image570.png]


, а вектор [image: image571.png]


 также векторно умножается на векторное произведение [image: image572.png]


, то получающийся при этом вектор [image: image573.png]


 называется двойным векторным произведением.

Смешанное произведение векторов
Определение. Пусть даны три произвольных вектора [image: image574.png]


, [image: image575.png]


 и [image: image576.png]


. Если вектор [image: image577.png]


векторно умножается на вектор [image: image578.png]


, а затем получившийся при этом вектор [image: image579.png]


 скалярно умножается на вектор [image: image580.png]


, то в результате получается число [image: image581.png]


, называемое смешанным произведением векторов [image: image582.png]


, [image: image583.png]


 и [image: image584.png]


.

Геометрический смысл смешанного произведения
Теорема 3. Смешанное произведение [image: image585.png]


 равно объёму параллелепипеда, построенного на приведённых к общему началу векторах [image: image586.png]


, [image: image587.png]


 и [image: image588.png]


, взятому со знаком плюс, если тройка [image: image589.png]abe



 правая, и со знаком минус, если тройка [image: image590.png]abe



 левая. Если же векторы [image: image591.png]


, [image: image592.png]


 и [image: image593.png]


 компланарны, то [image: image594.png]


 равно нулю.

Следствие 1. Справедливо равенство [image: image595.png]


.

Следствие 2. Необходимым и достаточным условием компланарности трёх векторов является равенство нулю их смешанного произведения.

Следствие 3. Смешанное произведение трёх векторов, два из которых совпадают, равно нулю.

Выражение смешанного произведения в декартовых координатах
Теорема 4. Если три вектора [image: image596.png]


, [image: image597.png]


 и [image: image598.png]


 определены своими декартовыми прямоугольными координатами

[image: image599.png](% 2 2)



, [image: image600.png][ 72 2)



, [image: image601.png]¢=(n 2 a)



, то смешанное произведение [image: image602.png]abe



 равно определителю, строки которого соответственно равны координатам перемножаемых векторов, т.е.

[image: image603.png]W o oa
=l ¥ 2




Пример 6. Даны векторы: 
[image: image604.png]aft -1 2) B % 4) 26 -1 3)



.

Найти:

1) смешанное произведение векторов;

2) объём параллелепипеда, построенного на данных трёх векторах;

3) объём треугольной пирамиды, построенной на данных трёх векторах.

Решение.
[image: image605.png]



[image: image606.png]



[image: image607.png]



Следствие. Необходимым и достаточным условием компланарности трёх векторов [image: image608.png](% 2 2)



, [image: image609.png][ 72 2)



 и [image: image610.png]¢=(n 2 a)



 является равенство нулю определителя, строками которого служат координаты этих векторов, т.е. равенство

[image: image611.png]



Проекция вектора на ось
Проекция вектора на ось равна произведению длины проектируемого вектора на косинус угла между вектором и осью:
[image: image612.png]npya =[afcos @




Как известно, проекцией точки A на прямую (плоскость) служит основание [image: image613.png]


 перпендикуляра [image: image614.png]


, опущенного из этой точки на прямую (плоскость).

Пусть [image: image615.png]


 - произвольный вектор (рис. 11), а [image: image616.png]


 и [image: image617.png]


 - проекции его начала (точки A) и конца (точки B) на ось l. (Для построения проекции точки A) на прямую проводим через точку A плоскость, перпендикулярную прямой. Пересечение прямой и плоскости определит искомую проекцию.

[image: image618.jpg]Puc. 5




рис. 11
Составляющей вектора [image: image619.png]


 на оси l называется такой вектор [image: image620.png]


, лежащий на этой оси, начало которого совпадает с проекцией начала, а конец - с проекцией конца вектора [image: image621.png]


.

Проекцией вектора [image: image622.png]


 на ось l называется число

[image: image623.png]


,

равное длине составляющего вектора на этой оси, взятое со знаком плюс, если направление составляющей совпадает с направлением оси l, и со знаком минус, если эти направления противоположны.

Основные свойства проекций вектора на ось:
1. Проекции равных векторов на одну и ту же ось равны между собой.

2. При умножении вектора на число его проекция умножается на это же число.

3. Проекция суммы векторов на какую-либо ось равна сумме проекций на эту же ось слагаемых векторов.

4. Проекция вектора на ось равна произведению длины проектируемого вектора на косинус угла между вектором и осью:

[image: image624.png]npya =[afcos @




Пример 3. Рассчитать проекцию суммы векторов [image: image625.png]np‘(;+b+c+d




 на ось l, если [image: image626.png]


, а углы - 
[image: image627.png]5l &l
[} "

a 1)=0, £(& 1)
L )= 4(d 1)

<= 1)
(e )



.

Решение. Спроектируем векторы на ось l как определено в теоретической справке выше. Из рис. 12 очевидно, что проекция суммы векторов равна сумме проекций векторов. 
[image: image628.jpg]



рис. 12
Вычисляем эти проекции:

[image: image629.png]np,a HcosU 3e1=3

np;b= Mcos7:4-[7§]:—2

1p;7 = [f|cos = 58(~1) =5





Находим искомую проекцию суммы векторов:

[image: image630.png]np‘(;+b+c+ —2-544=0



.

Прямоугольная декартова система координат в пространстве
Упорядоченная система трёх взаимно перпендикулярных осей с общим началом отсчёта (началом координат) и общей единицей длины называется прямоугольной декартовой системой координат в пространстве.

В этой упорядоченной системе координатных осей 0xyz ось Ox называется осью абсцисс, ось 0y – осью ординат, и ось 0z – осью аппликат.

С произвольной точкой М пространства свяжем вектор [image: image631.png]


, называемый радиус-вектором точки М и спроецируем его на каждую из координатных осей. Обозначим величины соответствующих проекций:

[image: image632.png]



Числа x, y, z называются координатами точки М, соответственно абсциссой, ординатой и аппликатой, и записываются в виде упорядоченной точки чисел: M (x; y; z) (рис. 13).

Вектор единичной длины, направление которого совпадает с направлением оси, называют единичным вектором (или ортом) оси. Обозначим через [image: image633.png]


 [image: image634.png]


 [image: image635.png]


.
Соответственно орты координатных осей Ox, Oy, Oz [image: image636.png]



[image: image637.jpg]



[image: image638.jpg]



рис. 13




рис. 14
Теорема. Всякий вектор может быть разложен по ортам координатных осей:

[image: image639.png]a=x+yi+zk



        (2)

Равенство (2) называется разложением вектора по координатным осям. Коэффициентами этого разложения являются проекции вектора на координатные оси. Таким образом, коэффициентами разложения (2) вектора по координатным осям являются координаты вектора.
После выбора в пространстве определённой системы координат вектор и тройка его координат однозначно определяют друг друга, поэтому вектор может быть записан в форме [image: image640.png]


              (3)

Представления вектора в виде (2) и (3) тождественны.

Условие коллинеарности векторов в координатах
Как мы уже отмечали, векторы называются коллинеарными, если они связаны отношением [image: image641.png]


.

Пусть даны векторы [image: image642.png]a,; a,), E(bx, b b,)



. Эти векторы коллинеарны, если координаты векторов связаны отношением

[image: image643.png]


, то есть, координаты векторов пропорциональны.

Пример 4. Даны векторы [image: image644.png]a(3 -2 4). 86 -4 8)



. Коллинеарны ли эти векторы?

Решение. Выясним соотношение координат данных векторов:

[image: image645.png]


.

Координаты векторов пропорциональны, следовательно, векторы коллинеарны, или, что тоже самое, параллельны.

Длина вектора

Вследствие взаимной перпендикулярности координатных осей длина вектора

[image: image646.png]



равна длине диагонали прямоугольного параллелепипеда, построенного на векторах

[image: image647.png]



и выражается равенством

[image: image648.png]


                       (4)

Вектор полностью определяется заданием двух точек (начала и конца), поэтому координаты вектора можно выразить через координаты этих точек.

Пусть в заданной системе координат начало вектора [image: image649.png]


 находится в точке [image: image650.png]Az 2)




 а конец – в точке [image: image651.png]B(xy,55:23).



(рис. 15).

[image: image652.jpg]



рис. 15
Тогда

[image: image653.png]Od =xi+yi+zk,
GF = nityienk





Из равенства

[image: image654.png]


 следует, что

[image: image655.png]T+ (e +ad)




Отсюда

[image: image656.png]7y~ X+ Oy~ )i+ (- 2k,




или в координатной форме

[image: image657.png]G= (=X =7 —2)



          (5)

Следовательно, координаты вектора равны разностям одноимённых координат конца и начала вектора. Формула (4) в этом случае примет вид

[image: image658.png]B =G =07+ 0=+ Ga -2



          (6)

Пример 5. Найти длину вектора x = (3; 0; 4).

Решение. Длина вектора равна

[image: image659.png]NF 40P +47 =5





Пример 6. Даны точки:

[image: image660.png]A5 7. 2). B(s 4 6). ¢ 4 9)




Выяснить, равнобедренный ли треугольник, построенный на этих точках.

Решение. По формуле длины вектора (6) найдём длины сторон и установим, есть ли среди них две равные:

[image: image661.png][28= (5-9)" +(4-7)" +(6-2)" =

[BC|=lo-5) +(4- 4" +(-6)" =





Две равные стороны нашлись, следовательно, необходимость искать длину третьей стороны отпадает, а заданный треугольник является равнобедренным.

Операции над векторами, заданными в координатной форме
Пусть даны два вектора [image: image662.png]


 и [image: image663.png]


, заданные своими проекциями:

[image: image664.png]a=xity)+ak




или

[image: image665.png]a=(myp2),




[image: image666.png]B=xi+y itk




или

[image: image667.png]B=(xpymz)




Укажем действия над этими векторами.

1. Сложение:
[image: image668.png]T+ 3+ O+ )+ 2k,




или, что то же

[image: image669.png]a+b=(ntm oy 542,



,

т.е. при сложении двух векторов одноимённые координаты складываются.

2. Вычитание:
[image: image670.png]a—b=(xn-x)i+ -y +z -2k




или, что то же

[image: image671.png]a-B=(5-xi n-r a-2)



,

т.е. при вычитании двух векторов одноимённые координаты вычитаются.

3. Умножение вектора на число:
[image: image672.png]Aa = (An) +(n)J + (A2,




или, что то же

[image: image673.png]Aa=(Ax; 2y Az)



,

т.е. при умножении вектора на число все координаты умножаются на это число.

Пример 7. Даны два вектора:

[image: image674.png]a4 -2). B2 3 -4)



.

Найти [image: image675.png]


.

Решение.
[image: image676.png]¢=(1+2 4+3 -2-4)=(3 7 -6



.

Пример 8. Даны четыре вектора:

[image: image677.png]


, [image: image678.png]512 -3)



, [image: image679.png]é-1 1)



, [image: image680.png]ifs 4 )



.

Найти координаты векторов [image: image681.png]e1=—5a+b—6e+d



 и [image: image682.png]


.

Решение.

[image: image683.png]G1=(-503+1-68(-D+8;
~5e0+2-6e1+4;

—5e(-2)-5-6el+1)=
©, 0, 0)




.
[image: image684.png]s1=(393-1+1-8
300-2-1-4,
3e(-2)+5-1-1)=
. -3)




.

n- мерные векторы и операции над ними

При изучении многих вопросов, в частности, экономических, оказалось удобным обобщить рассмотренные приёмы установления соответствия между числами и точками двумерного и трёхмерного пространства и рассматривать последовательности n действительных чисел как "точки" некоторого абстрактного "n-мерного пространства", а сами числа - как "координаты" этих точек. За составляющие n-мерного вектора можно принимать такие данные, как урожайность различных культур, объёмы продаж товаров, технические коэффициенты, номенклатура товаров на складах и т.д.

n-мерным вектором называется упорядоченный набор из n действительных чисел, записываемых в виде

[image: image685.png]= (X X5 i Ky)



, где [image: image686.png]


 - i – й элемент (или i – я координата) вектора x.

Возможна и другая запись вектора – в виде столбца координат:

[image: image687.png]



Размерность вектора определяется числом его координат и является его отличительной характеристикой. Например, (2; 5) – двухмерный вектор, (2; -3; 0) – трёхмерный, (1; 3; -2; -4; 7) – пятимерный, [image: image688.png](% K3 %)



 - n – мерный вектор.

Нулевым вектором называется вектор, все координаты которого равны нулю: 0 = (0; 0; …; 0).

Введём операции над n-мерными векторами.

Произведением вектора
[image: image689.png]= (X X5 i Ky)



 на действительное число [image: image690.png]


 называется вектор [image: image691.png]Az Axys Ay,




т.е. при умножении вектора на число каждая его координата умножается на это число.
Зная вектор [image: image692.png]= (X3 K0 ),



 можно получить противоположный вектор [image: image693.png]



Суммой векторов [image: image694.png]= (X X5 i Ky)



 и [image: image695.png]Y=y 0



 называется вектор [image: image696.png]2y = (A K Y K Yy



, т.е. при сложении векторов одной и той же размерности их соответствующие координаты почленно складываются.

Если в плане продаж сети торговых предприятий продажи товаров определить как положительные уровни товаров, а затраты на продажи – как отрицательные, то получим вектор затрат-продаж [image: image697.png]Ye=0doh D



, где [image: image698.png]


 - продажи (затраты) k – м предприятием товара i, а k = 1, 2, 3,…, m.

Суммарный вектор затрат-продаж y определяется суммированием векторов затрат-продаж всех m предприятий сети:

[image: image699.png]y:i,v” [i‘;yﬁi‘;yﬁ, ka:‘,yf]

=1




Сумма противоположных векторов даёт нулевой вектор:

[image: image700.png]FHER) = (5 T 2) + R TRy
(0,0,0).





При вычитании двух векторов одной и той же размерности их соответствующие координаты почленно вычитаются:

[image: image701.png]A=y = (=YK= Yy Ky = V).




Операции над n-мерными векторами удовлетворяют следующим свойствам.

Свойство 1.

[image: image702.png]xty=y+=x




Свойство 2.

[image: image703.png](x+y)+z=x+(y+2).




Свойство 3.

[image: image704.png]Alx+y)=Ax+Ay.




Свойство 4.

[image: image705.png](a+ B)x=ax+ Bx




Свойство 5.

[image: image706.png]af 8x) = afx.




Свойство 6.

[image: image707.png]



Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение вектора?

2. Объясните понятие орт вектор?

3. Чем отличается левая от правой тройки векторов?

4. Что можно вычислить смешанным произведением векторов?

Текст самостоятельной работы:

1. Векторы заданы точками 
[image: image708.wmf]).
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 Найти: 
[image: image709.wmf]¾

®

¾

¾

®

¾

+

;

BC

AB

 
[image: image710.wmf]

 EMBED Equation.3 [image: image711.wmf]¾
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 EMBED Equation.3 [image: image715.wmf]¾
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 EMBED Equation.3 [image: image716.wmf].
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2. Вычислить длину вектора, заданного своими координатами:

а) 
[image: image717.wmf]);
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 б) 
[image: image718.wmf]).
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3. Найти середину отрезка, заданного точками 
[image: image719.wmf]).
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4. Найти периметр треугольника с вершинами 
[image: image720.wmf]).
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5. Даны точки 
[image: image721.wmf]).
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Найти угол между векторами: 

а) 
[image: image722.wmf]AB

и 
[image: image723.wmf]CD

; б) 
[image: image724.wmf]AC

и 
[image: image725.wmf].

BD

;

6. Составить уравнения прямой, проходящей через точку 
[image: image726.wmf])
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 и имеющей нормальный вектор 
[image: image727.wmf]).
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7. Составить уравнение средней линии треугольника с вершинами 
[image: image728.wmf]).
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8. Составить уравнения прямых, заданных двумя точками: 
[image: image729.wmf]).
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Кривые 2-го порядка, канонические уравнения окружности, эллипса, гиперболы, параболы, их построение

Цель: 

- закрепить умения и навыки решать простые задачи по аналитической геометрии кривых;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень знаний по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 66-67.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 27-41.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.140-150.

http://edu.dvgups.ru/metdoc/enf/prmatem/v_matem/metod/ushakova/frame/8.htm#_ftn1
Общие теоретические положения

Кривые второго порядка
Кривые второго порядка – это эллипс, окружность, гипербола и парабола.

Канонические уравнения кривых второго порядка
[image: image730.png]


 - окружность радиуса [image: image731.png]


, начало координат – центр симметрии (рис. 1);

[image: image732.png]ol

<

=



 - эллипс, осевая симметрия (рис. 1);

[image: image733.png]b

a- Gonewan nanyoce
b - manas nanyock




Рис. 1. Эллипс и окружность

[image: image734.png]ol
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 - гипербола, пересекает ось [image: image735.png]


 (рис. 2), осевая симметрия;

[image: image736.png]


 - гипербола, пересекает ось [image: image737.png]


(рис. 2), осевая симметрия;
[image: image738.png]2
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Рис. 2. Сопряженные гиперболы
[image: image739.png]P
y=2px*{p>0)



 - парабола, [image: image740.png]


 - параметр, вершина в начале координат, ветви направлены вверх, ось [image: image741.png]


 - ось симметрии (рис. 3);

[image: image742.png]P
y=2px*{p <0)



 - парабола, [image: image743.png]


 - параметр, вершина в начале координат,  ветви направлены вниз, ось [image: image744.png]


 - ось симметрии (рис. 3);

[image: image745.png]=2py2(p >0)




 - парабола, [image: image746.png]


 - параметр, вершина в начале координат, ветви направлены вправо, ось [image: image747.png]


 - ось симметрии (рис. 3);

[image: image748.png]=2py2(p<0)




 - парабола, [image: image749.png]


 - параметр, вершина в начале координат, ветви направлены влево, ось [image: image750.png]


 - ось симметрии (рис. 3).

[image: image751.png]Napatana,

0Cb CumMMETRM - Ox
Napatana,

0Ck CUMMETPUI - Oy




Рис. 3. Параболы

Общее уравнение кривой второго порядка
Уравнение второго порядка относительно переменных [image: image752.png]


 и [image: image753.png]


 вида [image: image754.png]Ax?+ By? + Cx+ Dy + E=0



 описывает кривые второго порядка.

Надо отметить, что в уравнении отсутствует слагаемое, содержащее произведение [image: image755.png]


. Этот факт объясняется следующим образом. Рассматриваемое уравнение второго порядка можно привести к каноническому виду, выполняя линейные преобразования. С геометрической точки зрения это выглядит как параллельный перенос системы координат. Если же работать с уравнением [image: image756.png]Ax?+ By? + Coy+ Do+ By + F =0



, то здесь надо сначала повернуть систему координат, а затем осуществить ее параллельный перенос. Предметом нашего исследования будут уравнения, не содержащие слагаемое с произведением [image: image757.png]


, как более простые.

Заметим, что по виду уравнения [image: image758.png]Ax?+ By? + Cx+ Dy + E=0



 можно сразу определить вид кривой второго порядка.
1) Если коэффициенты [image: image759.png]


 и [image: image760.png]


 равны ([image: image761.png]


), то уравнение может описывать окружность;

2) Если коэффициенты [image: image762.png]


 и [image: image763.png]


 не равны ([image: image764.png]A#B



), но имеют одинаковые знаки, то уравнение может описывать эллипс;

3) Если коэффициенты [image: image765.png]


 и [image: image766.png]


 не равны ([image: image767.png]A#B



) и имеют разные знаки, то уравнение может описывать гиперболу;

4) Если один из коэффициентов [image: image768.png]


 или [image: image769.png]


 равен нулю ([image: image770.png]


 или [image: image771.png]


), т. е. отсутствует слагаемое, содержащее квадрат переменной [image: image772.png]


 или [image: image773.png]


, то такое уравнение может описывать параболу.

Кривые, заданные уравнением [image: image774.png]Ax?+ By? + Cx+ Dy + E=0



, имеют смещенные оси симметрии, а значит и центр симметрии или координаты вершин.

Пример 1. Установить вид кривой [image: image775.png]—x®+2y%—2x-8y+3=0



 и построить ее график.

Решение.
Уравнение [image: image776.png]—x®+2y%—2x-8y+3=0



 может описывать гиперболу: коэффициенты [image: image777.png]A+ B



, причем [image: image778.png]A B



 имеют разные знаки: [image: image779.png]A=-1,B=2



.

Выделим полные квадраты по переменным [image: image780.png]


. Очевидно, что для переменной [image: image781.png]


 получим квадрат суммы, а для переменной [image: image782.png]


 - квадрат разности. 

[image: image783.png]% +2y? —2x-8y+3=0 & —x%-2r+2y°-8y+3=0 &
< 7(x2+2x)+2(y274y)+3:0 P
o 7(162+2x+171)+2(y274y+474)+3:0 o

S-(x+1)f+1+2(y-2)7 -843=0 & —(x+1)2+2(y-2)*=4 &





Итак, получили уравнение [image: image784.png]


. Это уравнение описывает гиперболу, центр симметрии которой находится в точке [image: image785.png]a(-1, 2)




Докажем это. Введем обозначения: [image: image786.png]5 y-2=y



. Уравнения новых координатных осей [image: image787.png]Oy, Oy



 имеют вид: [image: image788.png]=0,
x =0.



 Относительно старой системы координат [image: image789.png]


 новые оси записываются уравнениями: 
[image: image790.png]=0, -2=0;
n=0 [y -
5=0 x+1=0





Отсюда следует, начало новой системы координат – точка с координатами: [image: image791.png]a(-1; 2).




В новой системе координат [image: image792.png]Oy



 заданное уравнение принимает канонический вид: [image: image793.png]



Исследуем полученное каноническое уравнение. Это уравнение описывает гиперболу. График этой гиперболы не пересекает ось [image: image794.png]Oty



, а ось [image: image795.png]O



 пересекает в точках [image: image796.png]


 Следовательно, мнимая полуось [image: image797.png]


, действительная полуось [image: image798.png]=\ ~1,4



.

Для более точного построения искомого графика найдем точки пересечения графика заданной гиперболы с координатными осями старой системы координат [image: image799.png]


.

Точки пересечения графика гиперболы с осью [image: image800.png]



[image: image801.png]2 2 -
{fx +2y“-2x-8y+3=0, & —x2_2r+3=0>

ry=0
& 2 420-320 & (x+1)°=4 & xrl=t2¢> x=-3, 71




Точки пересечения графика гиперболы с осью [image: image802.png]



[image: image803.png]2 2 =
{4 w2yP 2320, 2 gis e

x=0

& y=14-240; y-4+ 24[0.




Вся нужная информация для построения графика, описанного уравнением [image: image804.png]—x®+2y%—2x-8y+3=0



, имеется.

Алгоритм построения графика
1. В старой системе координат [image: image805.png]


 строим прямые [image: image806.png]-1 y=2



. Это новые оси [image: image807.png]O



 и [image: image808.png]Oty



 координатной системы [image: image809.png]Oy



 соответственно. Начало координат [image: image810.png]Oy



 - точка [image: image811.png]a(-1, 2)



.

2. В новой системе координат [image: image812.png]Oy



 имеем каноническое уравнение гиперболы  [image: image813.png]


 Мнимая полуось [image: image814.png]


, действительная полуось [image: image815.png]b=~2



.

3. В новой системе координат [image: image816.png]Oy



 строим прямоугольник со сторонами [image: image817.png]


 и [image: image818.png]2b =22



, центр симметрии – начало координат [image: image819.png]a(-1; 2)



, проводим диагонали – асимптоты гиперболы.

4. Зная, что гипербола, каноническое уравнение которой получили, ось [image: image820.png]Oty



 не пересекает, а вершины находятся на оси [image: image821.png]O



 в точках [image: image822.png](o -2), (0 +2)



, легко построить искомую кривую (рис. 4). При этом для точности построения надо учесть точки пересечения графика гиперболы со старыми осями координат: [image: image823.png]


, [image: image824.png]



[image: image825.png]2 2
ey
Tt

=2~ MHUMAA NONYOCE,
b=14 - pelicTeuTensnan nonyocs





Рис. 4. График линии, заданной уравнением [image: image826.png]—x®+2y%—2x-8y+3=0




Пример 2. Установить вид кривой для каждого из следующих уравнений:

1) [image: image827.png]4x® +9y% — 40x +36y +100





2) [image: image828.png]9x2 —16y2 - 54x —64y 127 =0,




3) [image: image829.png]9x2 +18x— 4y +45=0,




4) [image: image830.png]—x%+4y% _2x+8y +3=0,




5) [image: image831.png]252 +2y% +8x —6y + 4





6) [image: image832.png]2y%+ax—ay-2





7) [image: image833.png]2 -4y





8) [image: image834.png]2y 2xedy+




Решение
1. [image: image835.png]4x® +9y% — 40x +36y +100




 - уравнение эллипса, коэффициенты [image: image836.png]A+ B



, имеют одинаковые знаки, [image: image837.png]


;

2. [image: image838.png]9x2 —16y2 - 54x 64y —127=0



 - уравнение гиперболы, коэффициенты [image: image839.png]A+ B



, имеют разные знаки, [image: image840.png]


;

3. [image: image841.png]9x2 +18x— 4y + 45=0



 - уравнение параболы, коэффициенты [image: image842.png]


;

4. [image: image843.png]—x®+4y% _2x+8y+3=0



 - уравнение гиперболы, коэффициенты [image: image844.png]A+ B



, имеют разные знаки, [image: image845.png]A=-1,B=4



;

5. [image: image846.png]252 +2y% +8x —6y + 4



 - уравнение окружности, коэффициенты [image: image847.png]


, имеют одинаковые знаки, [image: image848.png]A=2,B=2



;

6. [image: image849.png]2y%+4x-4y-2=0



 - уравнение параболы, коэффициенты [image: image850.png]A=0,B=2



;

7. [image: image851.png]


 - уравнение второго порядка выродилось в два линейных уравнения: [image: image852.png]x-2y=0
x+2y=0

x274y2:(x72y)(x+2y):0<:>{



. 
В таком случае говорят, что кривая второго порядка выродилась в две пересекающиеся и проходящие через начало координат прямые;

8. [image: image853.png]2y 2xedy+



 Данное уравнение описывает окружность: [image: image854.png]


. Выполним эквивалентные преобразования, проследите за вычислениями.

[image: image855.png]w2 ry? 244y +9=0 & x2-2x+1-1+ 2+ 4y +4-449-0>

<:>(x272x+1)71+(y2+4y+4)74+9:0 & (x-124(y+2)P+a=0.




Равенство [image: image856.png](r-1)2+(y+2) +a=0



 на плоскости действительных чисел R2 является ложным. Это мнимая окружность.

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Назовите уравнение прямой в различных видах 

2. Назовите уравнение эллипса?

3. Назовите уравнение параболы?

4. Назовите уравнение гиперболы?

Текст самостоятельной работы:

1. Постройте окружности:


[image: image857.wmf].
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2. Эллипс задан уравнением 
[image: image858.wmf].
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 Найти координаты фокусов эллипса, фокусное расстояние и эксцентриситет. 

3. Эксцентриситет гиперболы с фокусами на оси Оу равен 1,4. Составить каноническое уравнение гиперболы, если известно, что 
[image: image859.wmf].
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4.Составить уравнение равносторонней гиперболы с фокусами на оси Оу, проходящей через точку 
[image: image860.wmf]).
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5. Парабола с вершиной в начале координат симметрична оси Оу и проходит  через точку 
[image: image861.wmf]).
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 Составить каноническое уравнение параболы. 

6. Найти координаты фокуса и уравнение директрисы параболы, заданной уравнением 
[image: image862.wmf].
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Непрерывность элементарных и сложных функций. Замечательные пределы. Точки разрыва, их классификация

Цель работы: 

- формировать умения и навыки вычисления пределов, используя свойства эквивалентных бесконечно малых функций, вычисления односторонних  пределов, ввести понятие точек разрыва и их классификацию;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Ю.А. Дубницкий. – 10-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 99-112.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике: учебное пособие для студ. учреждений сред. проф. образования / В.П. Григорьев, Т.Н. Сабурова. – 4-е изд., стер. – М.: Издательский центр «Академия», 2014. – с. 53-54.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.152-185.

http://abc.vvsu.ru/Books/u_vyssh_m1/default.asp
Общие теоретические положения:

Предел функции
Совокупность значений некоторых величин, как правило, лишенных физического содержания, представляет собой некоторые числовые множества. Будем обозначать множества большими буквами латинского алфавита: A,B,..,X,Y. Элементы этих множеств будем обозначать малыми буквами, а тот факт, что какой-то элемент принадлежит некоторому множеству, будем обозначать символом [image: image863.png]


 (принадлежит): [image: image864.png]xe X, pel



 Кроме того, мы будем использовать символы [image: image865.png]


 (любой) и [image: image866.png]


 (существует).

Определение. Если каждому элементу [image: image867.png]rxeX



 поставлен в соответствие единственный элемент [image: image868.png]


 где [image: image869.png]


 и [image: image870.png]


 – данные числовые множества, то [image: image871.png]


 называется функцией от [image: image872.png]


, определенной на множестве [image: image873.png]


.

Этот факт записывают так: [image: image874.png]


 [image: image875.png]


 называют множеством определения функции, а множество [image: image876.png]


 – множеством ее значений.

Можно сказать, что функция [image: image877.png]


 осуществляет отображение множества [image: image878.png]


 в [image: image879.png]


.

Если любой элемент [image: image880.png]


 является значением функции [image: image881.png]


, то говорят, что функция [image: image882.png]


 отображает множество [image: image883.png]


 на множество [image: image884.png]7
v x5y



.

Пример 1. Функция [image: image885.png]J(x)=sinx



 отображает интервал [image: image886.png]0.22)




 на отрезок [-1,1].

Действительно, изобразим [image: image887.png]


 в интервале [image: image888.png](0,27)



. Очевидно, что каждое число из отрезка [image: image889.png]


 оси [image: image890.png]


 является значением функции [image: image891.png]


 (рис. 1).

[image: image892.jpg]



Рис. 1

Определение. Пусть между элементами множеств [image: image893.png]


 и [image: image894.png]


 функция [image: image895.png]


 устанавливает взаимно однозначное соответствие, т.е. [image: image896.png]Yre X



 соответствует один и только один его образ [image: image897.png]


 и обратно, для [image: image898.png]Wyel



 найдется единственный прообраз [image: image899.png]rxeX



, такой, что [image: image900.png]


. Тогда функция [image: image901.png]


, где [image: image902.png]


, устанавливающая соответствие между элементами множеств [image: image903.png]


 и [image: image904.png]


, называется обратной для функции [image: image905.png]


.

Иначе: обратная функция [image: image906.png]


 является отображением множества [image: image907.png]


 на множество [image: image908.png]


.

Определение. Окрестностью [image: image909.png]


 точки [image: image910.png]


 называется любой интервал [image: image911.png]aex<f



, окружающий эту точку, из которого, как правило, удалена сама точка [image: image912.png]


 (рис. 2).

[image: image913.png]



Рис. 2
Односторонние пределы
Определение. Любой интервал [image: image914.png]


, правым концом которого является точка [image: image915.png]


, называется левой окрестностью точки [image: image916.png]


.

Аналогично любой интервал [image: image917.png]


, левым концом которого является точка [image: image918.png]


, называется ее правой окрестностью.

Символически запись [image: image919.png]x—=a+0



 означает, что [image: image920.png]


 стремится к [image: image921.png]


 справа, оставаясь большим [image: image922.png]


, т.е. при [image: image923.png]x>a



; [image: image924.png]x—=a-0



 означает, что [image: image925.png]


 стремится к [image: image926.png]


 слева, т.е. при [image: image927.png]x<a



.

[image: image928.png]Jm =4



 будем называть левосторонним пределом функции при [image: image929.png]


 слева, [image: image930.png]tim f(x)=A

o



 - это правосторонний предел функции.

Теорема. Функция [image: image931.png]


 имеет [image: image932.png]lim f(x)=4



 в том и только в том случае, когда существуют и равны друг другу ее [image: image933.png]lim 700)

/Y



 и [image: image934.png]


.

Тогда [image: image935.png]Jm f0= lm f(x)=lim fx)=4A



.

Бесконечно малые и бесконечно большие
Определение. Функция [image: image936.png]a(x)



 называется бесконечно малой при [image: image937.png]


, если [image: image938.png]


.

Определение. Функция [image: image939.png]


 называется бесконечно большой при [image: image940.png]


, если [image: image941.png]lim f(x)=0



.

Лемма. Если [image: image942.png]fx) =



 при [image: image943.png]


, то [image: image944.png]L
)



 при [image: image945.png]


, если [image: image946.png]a(n) =0



 при [image: image947.png]


, то [image: image948.png]1
=
a(x)



 при [image: image949.png]


 и [image: image950.png]ofx)=0



.

Например, функции [image: image951.png]


 и [image: image952.png]&



 взаимнообратны. При [image: image953.png]


 функция [image: image954.png]


 является бесконечно малой, а [image: image955.png]&



 – бесконечно большой, если [image: image956.png]


.

Сформулируем основные теоремы о бесконечно малых.

Теорема. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых при [image: image957.png]


 функций является бесконечно малой при [image: image958.png]


 функцией.

Теорема. Произведение конечного числа бесконечно малых при [image: image959.png]


 функций является бесконечно малой при [image: image960.png]


 функцией.

Теорема. Произведение бесконечно малой при [image: image961.png]


 функции на функцию, ограниченную в некоторой окрестности точки [image: image962.png]


, является бесконечно малой при [image: image963.png]


 функцией.
Определение. Две бесконечно малые при [image: image964.png]


 функции [image: image965.png]a(x)



 и [image: image966.png]


 называются эквивалентными при [image: image967.png]


, если [image: image968.png]tim S
Ly




, т.е. [image: image969.png]


 при [image: image970.png]


.

Определение. Две бесконечно малые при [image: image971.png]


 функции [image: image972.png]a(x)



 и [image: image973.png]


 называются бесконечно малыми одинакового порядка, если [image: image974.png]i S
Ly



, где [image: image975.png]k=0



 и конечно.

Например, функции [image: image976.png]p=x+l



 и [image: image977.png]p=x+1



 при [image: image978.png]


 являются бесконечно малыми одинакового порядка, так как [image: image979.png]i 2L g ol t) g (g

o e —— e}



.

Определение. Бесконечно малая при [image: image980.png]


 функция [image: image981.png]a(x)



 называется функцией более высокого порядка по сравнению с функцией [image: image982.png]


 при [image: image983.png]


, если [image: image984.png]i S
Ly



.

В этом случае пишут [image: image985.png]a(x) = o(A(x))



.
Так, функция [image: image986.png]


 является бесконечно малой более высокого порядка по сравнению с [image: image987.png]


 при [image: image988.png]


, так как [image: image989.png]


.
Теоремы о пределах
Теорема 1. Если в точке [image: image990.png]


существуют конечные пределы функций [image: image991.png]


 и [image: image992.png]


, то в этой точке существует и предел суммы [image: image993.png]


, причем [image: image994.png]lim (/) g(0) = lim Flx) lim (x)



.

Теорема 2. Если в точке [image: image995.png]


 существуют пределы функций [image: image996.png]


 и [image: image997.png]


, то существует и предел произведения [image: image998.png]


, причем [image: image999.png]lim[{x) glell = lim Ax) lim glx)



.

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак предела.

Действительно, [image: image1000.png]fime- flx)=lime-tim flx)=c- lim f(x)



.

Следствие 2.[image: image1001.png]


.

Теорема 3. Если в точке [image: image1002.png]


 существуют пределы функций [image: image1003.png]


 и [image: image1004.png]


 и при этом [image: image1005.png]lim glx) =0



, то существует и предел частного [image: image1006.png]


, причем [image: image1007.png]


.

Теорема 4. Если в окрестности точки [image: image1008.png]


 выполняется условие [image: image1009.png]


 и при этом функции [image: image1010.png]


 и [image: image1011.png]


 стремятся к одному и тому же пределу [image: image1012.png]


, то и функция [image: image1013.png]


 также стремится к тому же пределу, т.е. [image: image1014.png]lim plx)

4



.
Пример 2. Найти пределы функций:
[image: image1015.png]1) tim,

vy

fanal




;                              [image: image1016.png]2 fim

Aa2x




;

[image: image1017.png]Py



;                     [image: image1018.png]4 lim F-t

ey




.

Решение.
1) Очевидно, существуют пределы при [image: image1019.png]


 и числителя и знаменателя дроби. По теореме о пределе частного имеем [image: image1020.png]


;

[image: image1021.png]) tim 1 tim 21401





3) числитель и знаменатель дроби [image: image1022.png]K342
)



 при [image: image1023.png]


стремятся к нулю, т.е. теорема о пределе частного неприменима, так как знаменатель дроби стремится к нулю. То, что получилось при подстановке [image: image1024.png]


 в числитель и знаменатель неопределённое выражение [image: image1025.png]


,указывает на тот факт, что числитель и знаменатель дроби одновременно при [image: image1026.png]


 являются бесконечно малыми. И происходит это из-за того, что [image: image1027.png]


 (или [image: image1028.png]x-2-=0



). Мы преобразуем дробь так, чтобы [image: image1029.png]


 из дроби исчезло. Очевидно, что [image: image1030.png]


, а так как [image: image1031.png]


 лишь стремится к двум, но [image: image1032.png]


, то дробь можно сократить на [image: image1033.png]


 под знаком предельного перехода. Имеем [image: image1034.png]


;

[image: image1035.png]D WP e | PR 1
RS ey eyt ey ey

1
i -
T2





Отметим, что при вычислении пределов сформулированные выше теоремы о пределах, как правило, не "работают", а попытка их применения приводит в итоге к неопределенности того или иного вида. Например

[image: image1036.png]



Рассмотрим на примерах основные приёмы раскрытия неопределенностей.

Заметим, что необходимо выяснить, что именно эту неопределённость "вносит", и постараться избавиться от выражения, вносящего неопределённость.
Пример 5. Найти [image: image1037.png]


.

Решение. [image: image1038.png]240 2
PR L kLo WM L L SR YO
0 T P — 730



.
Пример 6. Найти [image: image1039.png]


.

Решение. Здесь [image: image1040.png]x-7=0



, поэтому преобразуем выражение так, чтобы сократить его на [image: image1041.png]


. Для этого умножим и разделим дробь на [image: image1042.png]2+.5-3



. Тогда [image: image1043.png](- D2+ 5=3)= 2 - (3]



 и мы имеем 
[image: image1044.png]S R P P ) O ) R Ty ey e )|

o 22008 g Boolaleehs) L 4Gy

7 S o

] PRy P CHN ey Py Yy ) e e
L

Wy %





Пример 7. Найти пределы: [image: image1045.png]2% 41

e -4




, [image: image1046.png]


, [image: image1047.png]Fra

=iy




.
Решение. Так как во всех случаях неопределенность [image: image1048.png]


 получается из-за того, что [image: image1049.png]


, следует раскрывать неопределенность, деля дроби на [image: image1050.png]


 в той или иной степени, тем самым избавляясь от выражения, вносящего неопределенность. Итак, [image: image1051.png]



Следующие пределы найдем уже не так подробно.
[image: image1052.png]



Далее, 
[image: image1053.png]


.

Легко заметить, что если старшая степень [image: image1054.png]


 числителя и знаменателя равны, то предел отношения равен отношению коэффициентов при этих степенях. Если старшая степень числителя выше старшей степени знаменателя, то в пределе получим бесконечность. 
Еще один пример:

[image: image1055.png]i £t 2o 43)




.
Первый и второй замечательные пределы
Для раскрытия неопределенностей, содержащих тригонометрические функции, используют первый замечательный предел [image: image1056.png]sina(x) _
- Ny




.

Пример 8. [image: image1057.png]sin3x

-0 x



 вычислим с помощью первого замечательного предела, для чего уравняем аргумент синуса и знаменатель дроби, домножив числитель и знаменатель на 3. Тогда [image: image1058.png]sin3x

T



=[image: image1059.png]sin3x

Ty



=[image: image1060.png]


.
Пример 9. Найти [image: image1061.png]


.

Решение. Находим предел непосредственно по теореме о пределе частного: 

[image: image1062.png]


=[image: image1063.png]


 =[image: image1064.png]Ao



 = 0.

Пример 10. Найти [image: image1065.png]


.

Решение. [image: image1066.png]1
lim —sinz=0



, так как [image: image1067.png]


 при [image: image1068.png]


, а [image: image1069.png]


 - ограниченная функция. По свойству бесконечно малой функция [image: image1070.png]


 является бесконечно малой и ее предел равен нулю.

Замечание. Примеры 9 и 10 мы решили, не используя первый замечательный предел.
Пример 11. Найти [image: image1071.png]sin3x

o enx




Решение.

Преобразуем дробь так, чтобы выделить первый замечательный предел:

[image: image1072.png]sin3x  2x  3x
M T3x sin2x 2rx




=[image: image1073.png]sin3x

w5 3

1

smIx

Tl



=[image: image1074.png]


.

Пример 12. Найти [image: image1075.png]=



.

Решение.
[image: image1076.png]


=[image: image1077.png]


.

Пример 13.

[image: image1078.png]1g5% sin 5x sinSx 1
im = = i ————
xS Cossxx amo x cosox





=[image: image1079.png]5osindx 1 sindx 1

=511=5

P T i N PR gy




Неопределенности вида [image: image1080.png]


 раскрывают с помощью второго замечательного предела: [image: image1081.png]tim (43 =



, где [image: image1082.png]e=271828 ..,



 или [image: image1083.png]i +alx) A=

o)



.

[image: image1084.png]


Примеры:

14. [image: image1085.png]


=[image: image1086.png]


.

15.[image: image1087.png]


 [image: image1088.png]


[image: image1089.png]



[image: image1090.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://abc.vvsu.ru/Books/u_vyssh_m1/obj.files/image2134.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1091.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://abc.vvsu.ru/Books/u_vyssh_m1/obj.files/image2136.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1092.png]


.

Замечание. Показательная функция [image: image1093.png]


с основанием [image: image1094.png]


 играет большую роль в математике и ее приложениях. Логарифмы с основанием [image: image1095.png]


 называют натуральными логарифмами и обозначают символом [image: image1096.png]


.

В заключение приведем еще несколько замечательных пределов:

1) [image: image1097.png]1

= fim 1l

=y

(m):i.:nnh(m)xsm



, так как [image: image1098.png]tim [+ x) % =

vy



.
Окончательно [image: image1099.png]


[image: image1100.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://abc.vvsu.ru/Books/u_vyssh_m1/obj.files/image2152.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1101.png]



2) [image: image1102.png]



3) [image: image1103.png]=3





 INCLUDEPICTURE  "http://abc.vvsu.ru/Books/u_vyssh_m1/obj.files/image2158.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1104.png]=et =yl

e - taly +1) = 7 = tafy +1)

a0y 0




=

[image: image1105.png]



4) [image: image1106.png]


.

Пример 16. Найти [image: image1107.png]


.

Решение. Для решения воспользуемся формулой [image: image1108.png]


. Преобразуем: [image: image1109.png]i QD) 450

w0 x>0 5x




.
Непрерывность функции

Определение. Функция [image: image1110.png]


, определенная на множестве [image: image1111.png]


называется непрерывной в точке [image: image1112.png]eX



, если [image: image1113.png]


.

Из определения непрерывной функции следует, что функция в точке [image: image1114.png]Xy



 определена, её значение в этой точке равно [image: image1115.png]Slxg)



 и кроме того, так как [image: image1116.png]


 мы имеем [image: image1117.png]


 т.е. под знаком непрерывной функции можно переходить к пределу.

Замечание. Существование [image: image1118.png]


 равносильно тому, что существуют равные друг другу левосторонний и правосторонний пределы функции при [image: image1119.png]x=x



, равные к тому же значению функции в точке [image: image1120.png]Xy



, т.е.

[image: image1121.png]


.                (1)

Если функция не является непрерывной в точке [image: image1122.png]


, то говорят, что она в этой точке разрывна. Ясно, что при невыполнении хотя бы одного из равенств (1) функция будет разрывной.

Примеры:

17) функция [image: image1123.png]x4
)




 разрывна в точке [image: image1124.png]


, так как она в этой точке неопределена, или не имеет значения;

18) функция [image: image1125.png]


 также не является непрерывной в точке [image: image1126.png]


, так как [image: image1127.png]=D+
- tin C2OID - i x4 4




, а значение функции в точке [image: image1128.png]


;

19) функция [image: image1129.png]


, в точке [image: image1130.png]


 непрерывна, так как [image: image1131.png]


.

Определение. Функция [image: image1132.png]


 называется непрерывной справа в точке [image: image1133.png]Xy



, если [image: image1134.png]b=l

om0



, и слева, если [image: image1135.png]fim flx)=lx)

oot 0"



.
Пример. Функция [image: image1136.png]


 является непрерывной справа в точке [image: image1137.png]


, слева же от этой точки она вообще не определена.

Определение. Говорят, что функция [image: image1138.png]


 непрерывна на множестве [image: image1139.png]


, если она непрерывна в каждой точке этого множества.

Определение. Если функция [image: image1140.png]


 непрерывна в каждой точке отрезка [image: image1141.png]


, то говорят, что она непрерывна на этом отрезке, причем непрерывность в точке [image: image1142.png]


 понимается как непрерывность справа, а непрерывность в точке [image: image1143.png]


 – как непрерывность слева.

Теперь переформулируем определение непрерывности в других терминах. Обозначим число [image: image1144.png]x-xg=hx



 и назовем его приращением аргумента в точке [image: image1145.png]Xy



. Число [image: image1146.png]S g +4x)= £ (xg)= 47 [xg) = &y



 будем называть приращением функции в точке [image: image1147.png]Xy



 (рис. 3).
[image: image1148.png]Slrars)
Flo)

47 (o)

xo+hr
0 R




рис. 3
Теорема. Функция [image: image1149.png]


 непрерывна в точке [image: image1150.png]Xy



 тогда и только тогда, когда бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции в точке, т. е. [image: image1151.png]fim fp=0

)



.

Докажем теорему. Пусть [image: image1152.png]


 непрерывна в точке [image: image1153.png]Xy



. Тогда [image: image1154.png]lim fl)=S )



 по определению. Если обозначить [image: image1155.png]x-xg=hx



, то [image: image1156.png]x=xg+hx



 и тогда равенство, определяющее непрерывность, можно переписать так: [image: image1157.png]Jim Sl +4x)= Slxo)



 или [image: image1158.png]Jim S lro+85)= Sl = 0= fim Ll +4x)- £l )] =0



 и тогда [image: image1159.png]fim fp=0

)



. Аналогично доказывается это утверждение в другую сторону: если [image: image1160.png]fim fp=0

)



, то [image: image1161.png]lim fl)=S )



.

Сформулируем основные теоремы о непрерывных функциях.

Теорема. Пусть заданные на одном и том же множестве [image: image1162.png]


 функции [image: image1163.png]


и [image: image1164.png]


непрерывны в точке [image: image1165.png]Xy



. Тогда функции [image: image1166.png]


, [image: image1167.png]


 и [image: image1168.png]


 (если [image: image1169.png]glp)=0



) непрерывны в точке [image: image1170.png]Xy



.

Теорема (о непрерывности сложной функции). Пусть функция [image: image1171.png]


 непрерывна в точке [image: image1172.png]Xy



, а функция [image: image1173.png]


 непрерывна в точке [image: image1174.png]


. Тогда сложная функция [image: image1175.png]


 непрерывна в точке [image: image1176.png]Xy



.

Всевозможные арифметические комбинации простейших элементарных функций, которые рассматривают в школьном курсе алгебры и начал анализа, мы будем называть элементарными функциями. Например, [image: image1177.png]i+ 1-sinx

y



[image: image1178.png]


 является элементарной.

Все элементарные функции непрерывны в области определения. Так что [image: image1179.png]2+ 1-sin’ x




 всюду непрерывна, так как всюду определена, а функция [image: image1180.png]


 разрывна в точке [image: image1181.png]


.

Дадим теперь классификацию точек разрыва функции. Возможны следующие случаи.

1. Если [image: image1182.png]tim )

g0’



 и [image: image1183.png]tim f(x)

it



 существуют и конечны, но не равны друг другу, то точку [image: image1184.png]Xy



называют точкой разрыва первого рода. При этом величину [image: image1185.png]Sl +0)= flx-0)



 называют скачком функции в точке [image: image1186.png]Xy



.

Пример 20. Исследовать на непрерывность функцию
[image: image1187.png]x%ecnu <0
5 +1, e x> 0




Решение. Эта функция может претерпевать разрыв только в точке [image: image1188.png]


, где происходит переход от одного аналитического выражения к другому, а в остальных точках области определения функция непрерывна.

Найдем левосторонний предел функции при [image: image1189.png]


. Cлева от точки [image: image1190.png]


, т.е. при [image: image1191.png]


, а [image: image1192.png]tim 7(5)= tim

E



.
Справа от точки [image: image1193.png]


 [image: image1194.png]Slx)=x+1



. Тогда [image: image1195.png]


. Значение функции в точке [image: image1196.png]


, т.е. [image: image1197.png]


. Функция в точке [image: image1198.png]


 имеет разрыв первого рода. Это видно и на графике функции (рис. 4).

[image: image1199.jpg]



рис. 4
2. Если в точке [image: image1200.png]Xy



 [image: image1201.png]fm flx)= tm flr)=4

rota0 | xamesd



, но в точке [image: image1202.png]Xy



 функция [image: image1203.png]


 либо не определена, либо [image: image1204.png]Flo)® tim flx)= tm fl)

Pt Pt



, то точка [image: image1205.png]Xy



 является точкой устранимого разрыва.

Последнее объясняется тем, что если в этом случае доопределить или видоизменить функцию [image: image1206.png]


, положив [image: image1207.png]Flo)= tim flx)= tm flx)

xomel | rorgsn’



, то получится непрерывная в точке [image: image1208.png]Xy



 функция.

Пример 21. Функция [image: image1209.png]


в точке [image: image1210.png]


 не определена, но [image: image1211.png]


, т.е. [image: image1212.png]




 INCLUDEPICTURE  "http://abc.vvsu.ru/Books/u_vyssh_m1/obj.files/image2379.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1213.png]


. Доопределим функцию в точке 1, положив ее значение в этой точке равным трем. Тогда функция [image: image1214.png]


 становится непрерывной в точке [image: image1215.png]


.

3. Точка разрыва функции, не являющаяся точкой разрыва первого рода или точкой устранимого разрыва, является точкой разрыва второго рода.
Пример 22. Функция [image: image1216.png]


 в точке [image: image1217.png]


 имеет разрыв второго рода, так как [image: image1218.png]


 и [image: image1219.png]e x—

T70-1



.

Пример 23. Исследовать на непрерывность функцию [image: image1220.png]


.

Решение. Функция не определена в точке [image: image1221.png]


. Тогда [image: image1222.png]g =



, [image: image1223.png]i 2% = 2% 27 -




. И функция в точке [image: image1224.png]


имеет разрыв второго рода.

Замечание. В последних двух примерах мы ввели символическую запись [image: image1225.png]


 которая означает, что знаменатель такой дроби стремится к нулю, вся дробь стремится к бесконечности, но вовсе не означает, что мы производим деление на 0, что невозможно.
И в заключение рассмотрим свойства функций, непрерывных на отрезке.

Теорема Больцано-Коши об обращении функции в нуль. Пусть функция [image: image1226.png]


 определена и непрерывна на отрезке [image: image1227.png]


 и на концах этого отрезка принимает значения различных знаков, т.е. [image: image1228.png]


. Тогда существует точка [image: image1229.png]celab)



 такая, что [image: image1230.png]


=0.
Проиллюстрируем теорему геометрически.
[image: image1231.png]



рис. 5
Из рис. 5 видно, что функция имеет три нуля, т.е. три точки, в которых она обращается в нуль.

Вторая теорема Больцано-Коши о промежуточном значении функции. Пусть функция [image: image1232.png]


 определена и непрерывна на отрезке [image: image1233.png]


 и на концах этого отрезка принимает неравные значения [image: image1234.png]Sla)= rlo)



. Тогда, каково бы ни было [image: image1235.png]


 между числами [image: image1236.png]


 и [image: image1237.png]


, найдется точка с в интервале [image: image1238.png]


 такая, что [image: image1239.png]


. (рис. 6).

[image: image1240.png]



рис. 6
Теорема 1 Вейерштрасса. Если функция [image: image1241.png]


 определена и непрерывна на отрезке [image: image1242.png]


, то она на этом отрезке ограничена, т.е. существуют числа [image: image1243.png]


 и [image: image1244.png]


 такие, что [image: image1245.png]me< flx]< M



 для любого [image: image1246.png]xelabl



 т.е. для [image: image1247.png]



Теорема 2 Вейерштрасса. Если функция [image: image1248.png]


 определена и непрерывна на отрезке [image: image1249.png]


, то она достигает на этом отрезке своих наименьшего и наибольшего значений, т.е. существуют такие [image: image1250.png]n



 и [image: image1251.png]Xy



 на отрезке [image: image1252.png]


, что для любого [image: image1253.png]xelabl



 т.е. для [image: image1254.png]


 
[image: image1255.png]Sl s £lxg)



. Заметим, что отрезок [image: image1256.png]


 является замкнутым промежутком, т.е. таким, что его концы [image: image1257.png]


 и [image: image1258.png]


 принадлежат этому промежутку.

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение первому замечательному пределу?

2. Где применяется пределы?

3. Запишите второй замечательный предел в логарифмической форме?

Текст самостоятельной работы:
1. Дана функция 
[image: image1259.wmf].
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 Найти приращение 
[image: image1260.wmf]y

D

 при изменении аргумента 
[image: image1261.wmf]x

от 1 до 1,2.

2-3. Исследовать на непрерывность функцию:

2. 
[image: image1262.wmf].
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3. 
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4-5. Исследовать на разрыв функции:

4. 
[image: image1264.wmf].
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6-16. Найти пределы:

6. 
[image: image1266.wmf].
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7. 
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10-11. Найти пределы:

10. 
[image: image1270.wmf].
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11. 
[image: image1271.wmf].
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12. 
[image: image1272.wmf].
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13. 
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Определение производной функции. Правила и формулы нахождения производных. Производная сложной функции. Производные высших порядков

Цель работы: 

- отработать умения и навыки вычисления производных элементарных функций, производных сложных функций и дифференциалов, вычисления производных и дифференциалов высших порядков;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 116-121 

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 59-64

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.185-243.

http://function-x.ru/derivative.html
http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_8_11.php
Общие теоретические положения
Понятие производной
Производная - главнейшее понятие математического анализа. Она характеризует изменение функции аргумента x в некоторой точке. При этом и сама производная является функцией от аргумента x.
Производной функции [image: image1277.png]


 в точке [image: image1278.png]


 называется предел (если он существует и конечен) отношения приращения функции к приращению аргумента при условии, что последнее стремится к нулю.

То есть,

[image: image1279.png]£ ) = lim 2 = g SOOI @)
Jim o = iy r



         (1)

Наиболее употребительны следующие обозначения производной:

[image: image1280.png]


 [image: image1281.png]7@



 [image: image1282.png]


 [image: image1283.png])




Пример 1. Пользуясь определением производной, найти производную функции

[image: image1284.png]+1



.

Решение. Из определения производной вытекает следующая схема её вычисления.

Дадим аргументу приращение (дельта) и найдём приращение функции:

[image: image1285.png]Ay =rrhxt1-4x+1



.

Найдём отношение приращения функции к приращению аргумента:

[image: image1286.png]s e 1= o) (Ve Aae 1+ xe 1)
Ax(ar Are 4 re1)

x4+ Ax 1= (x+1)

S aye iy
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[image: image1287.png]s e 1= o) (Ve Aae 1+ xe 1)
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Вычислим предел этого отношения при условии, что приращение аргумента стремится к нулю, то есть искомую производную:

[image: image1288.png]1
I S
““r‘n“w/xi»lei»H» &

N P N s AW sy




Физический смысл производной
К понятию производной привело изучение Галилео Галилеем закона свободного падения тел, а в более широком смысле - задачи о мгновенной скорости неравномерного прямолинейного движения точки.

Пусть камешек поднят и затем из состояния покоя отпущен. Путь s, проходимый за время t, является функцией времени, т.е. s = s(t). Если задан закон движения точки, то можно определить среднюю скорость за любой промежуток времени. Пусть в момент времени [image: image1289.png]


 камешек находился в положении A, а в момент [image: image1290.png]L=t+ht



 - в положении B. За промежуток времени [image: image1291.png]


 (от t до [image: image1292.png]b+ AL



) точка прошла путь [image: image1293.png]|4B|=s(t+Ae)-s(t) = As



. Поэтому средняя скорость движения за этот промежуток времени, которую обозначим через [image: image1294.png]


, составляет

[image: image1295.png]


.

Однако движение свободно падающего тела явно неравномерное. Скорость v падения постоянно возрастает. То есть, средней скорости уже недостаточно для характеристики быстроты движения на различных участках пути. Такая характеристика тем точнее, чем меньше промежуток времени [image: image1296.png]


. Поэтому вводится следующее понятие: мгновенной скоростью прямолинейного движения (или скоростью в данный момент времени t) называется предел средней скорости при [image: image1297.png]At —0



:

[image: image1298.png]=i 85 L g SEHA)=5()
lim 2= = lim ——





(при условии, что этот предел существует и конечен).

Таким образом, мгновенная скорость есть предел отношения приращения функции s(t) к приращению аргумента t при [image: image1299.png]At —0



. Это и есть производная, которая в общем виде записывается так:.

[image: image1300.png]£ i 22 = iy L 42027 (2)
Do Ay a0 Az



.

Решение обозначенной задачи представляет собой физический смысл производной. Итак, производной функции y=f(x) в точке x называется предел (если он существует и конечен) приращения функции к приращению аргумента при условии, что последнее стремится к нулю.

Пример 2. Найти производную функции

[image: image1301.png]=fx)=2x"+1





Решение. Из определения производной вытекает следующая схема для её вычисления.

Шаг 1. Дадим аргументу приращение [image: image1302.png]


 и найдём

[image: image1303.png]by = f(x+hx) = 2x+hx) +1=
22% +4x @ hx+ 2045 +1





Шаг 2. Найдём приращение функции:

[image: image1304.png]by=f(x+bx)-7(x)=
= (20 +axeax+2(ax) +1]- (25 41)=

= dxehx+2(Ax)




Шаг 3. Найдём отношение приращения функции к приращению аргумента:

[image: image1305.png]by _4xedx+2(Ax) _ Ax(4x+24x)

Ax Ax Ax
Ax+2Ax





Шаг 4. Вычислим предел этого отношения при [image: image1306.png]Ax =0



, т.е. производную:

[image: image1307.png]Y =7 (%)= lim (4x+245) = 4x




Геометрический смысл производной
Пусть функция [image: image1308.png]


 определена на интервале [image: image1309.png](a,b)



 и пусть точка М на графике функции соответствует значению аргумента [image: image1310.png]


, а точка Р – значению [image: image1311.png]% +hx



. Проведём через точки М и Р прямую и назовём её секущей. Обозначим через [image: image1312.png]@(hx)



угол между секущей и осью [image: image1313.png]


. Очевидно, что этот угол зависит от [image: image1314.png]


.

Если существует [image: image1315.png]lim o(tx) = @,



 то прямую с угловым коэффициентом [image: image1316.png]


, проходящую через точку [image: image1317.png]Mz f (%)



, называют предельным положением секущей МР при [image: image1318.png]Ax =0



 (или при [image: image1319.png]


).

Касательной к графику функции [image: image1320.png]


 в точке М называется предельное положение секущей МР при [image: image1321.png]Ax =0



, или, что то же при [image: image1322.png]


.

Из определения следует, что для существования касательной достаточно, чтобы существовал предел [image: image1323.png]lim o(tx) =



, причём предел [image: image1324.png]


 равен углу наклона касательной к оси [image: image1325.png]


.

Теперь дадим точное определение касательной.

Касательной к графику функции [image: image1326.png]


 в точке [image: image1327.png]


 называется прямая, проходящая через точку [image: image1328.png](70 (%))



 и имеющая угловой коэффициент [image: image1329.png]7 (x)



, т.е. прямая, уравнение которой [image: image1330.png]Y= F(x) = (%) (x— 1)




Из этого определения следует, что производная функции [image: image1331.png]


 равна угловому коэффициенту касательной к графику этой функции в точке с абсциссой x. В этом состоит геометрический смысл производной. Таким образом, [image: image1332.png]fm=k=tgq



 где [image: image1333.png]


 - угол наклона касательной к оси абсцисс, т.е. угловой коэффициент касательной.

Пример 3. Найти производную функции [image: image1334.png]


 и значение этой производной при [image: image1335.png]


.

Решение. Воспользуемся схемой, приведённой в примере 1.

Шаг 1.

[image: image1336.png]y+by= flx+hx) = xt+hz




Шаг 2.

[image: image1337.png]Ay = f(x+hx)— £ (x) =[x+ bx —/x.




Шаг 3.

[image: image1338.png]by _fxrhx-ix

Ax Ax




Шаг 4.

[image: image1339.png]=P = tim Y < g EEEE AR
fim = = fi S




Выражение под знаком предела не определено при [image: image1340.png]


 (неопределённость вида 0/0), поэтому преобразуем его, избавившись от иррациональности в числителе и затем сократив дробь:

[image: image1341.png]o ARV Br )
T (R
Ax

=lim — =
B

Axrrhr+fx)





Найдём значение производной при [image: image1342.png]


:

[image: image1343.png](@) =1/(2N8) =1/6.





Операция отыскания производной называется дифференцированием.

В результате решения задач об отыскании производных у самых простых (и не очень простых) функций по определению производной как предела отношения приращения к приращению аргумента появились таблица производных и точно определённые правила дифференцирования. Первыми на ниве нахождения производных потрудились Исаак Ньютон (1643-1727) и Готфрид Вильгельм Лейбниц (1646-1716).

Поэтому в наше время, чтобы найти производную любой функции, не надо вычислять упомянутый выше предел отношения приращения функции к приращению аргумента, а нужно лишь воспользоваться таблицей производных и правилами дифференцирования. Для нахождения производной подходит следующий алгоритм.

Чтобы найти производную, надо выражение под знаком штриха разобрать на составляющие простые функции и определить, какими действиями (произведение, сумма, частное) связаны эти функции. Далее производные элементарных функций находим в таблице производных, а формулы производных произведения, суммы и частного - в правилах дифференцирования. Таблица производных и правила дифференцирования даны после первых двух примеров.

Пример 4. Найти производную функции [image: image1344.png]X+sinx



.

Решение. Из правил дифференцирования выясняем, что производная суммы функций есть сумма производных функций, т. е. [image: image1345.png](x+sin x)'= x4 (sinx)



.

Из таблицы производных выясняем, что производная "икса" равна единице, а производная синуса - косинусу. Подставляем эти значения в сумму производных и получаем искомую производную: [image: image1346.png](x+sin x)'= x'+(sin x)' = 1+cos x



.

Пример 5. Найти производную функции [image: image1347.png]5-Tx



.

Решение. Дифференцируем как производную суммы, в которой второе слагаемое с постоянным множителем, его можно вынести за знак производной:

[image: image1348.png](5-7x)'=5%(-7)'=5%(-T)x'=
= 0+(-7)e1=7





Таблица производных простых функций
	1. Производная константы (числа). Любого числа (1, 2, 5, 200...), которое есть в выражении функции. Всегда равна нулю. Это очень важно помнить, так как требуется очень часто
	[image: image1349.png]




	2. Производная независимой переменной. Чаще всего "икса". Всегда равна единице. Это тоже важно запомнить надолго
	[image: image1350.png]




	3. Производная степени. В степень при решении задач нужно преобразовывать неквадратные корни.
	[image: image1351.png]




	4. Производная переменной в степени -1
	[image: image1352.png]




	5. Производная квадратного корня
	[image: image1353.png]




	6. Производная синуса
	[image: image1354.png](sinx)'=cosx





	7. Производная косинуса
	[image: image1355.png](cosx)





	8. Производная тангенса
	[image: image1356.png]




	9. Производная котангенса
	[image: image1357.png]




	10. Производная арксинуса
	[image: image1358.png](arcsin x)






	11. Производная арккосинуса
	[image: image1359.png](arcsosx) = -






	12. Производная арктангенса
	[image: image1360.png](arctg x)'= —





	13. Производная арккотангенса
	[image: image1361.png]




	14. Производная натурального логарифма
	[image: image1362.png](1nx)'=

e





	15. Производная логарифмической функции
	[image: image1363.png](tog.2)'=






	16. Производная экспоненты
	[image: image1364.png]




	17. Производная показательной функции
	[image: image1365.png](a")'=a"Ina






Правила дифференцирования
	1. Производная суммы или разности
	[image: image1366.png]




	2. Производная произведения
	[image: image1367.png](wv)'=u'v+v'u





	2a. Производная выражения, умноженного на постоянный множитель
	[image: image1368.png](Cu)'=Cu'





	3. Производная частного
	[image: image1369.png]u'v-v'y






	4. Производная сложной функции
	[image: image1370.png]





Правило 1. Если функции 
[image: image1371.png]



дифференцируемы в некоторой точке [image: image1372.png]


, то в той же точке дифференцируемы и функции [image: image1373.png]utv=f(x)t@(x),



 причём [image: image1374.png]


 т.е. производная алгебраической суммы функций равна алгебраической сумме производных этих функций.
Следствие. Если две дифференцируемые функции отличаются на постоянное слагаемое, то их производные равны, т.е. [image: image1375.png]w+Cy

u




Правило 2. Если функции [image: image1376.png]


 и [image: image1377.png]


 дифференцируемы в некоторой точке [image: image1378.png]


, то в то же точке дифференцируемо и их произведение [image: image1379.png]u(x)ev(x),



 причём [image: image1380.png](W) =uv +u'v,



 т.е. производная произведения двух функций равна сумме произведений каждой из этих функций на производную другой.
Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак производной:

[image: image1381.png](Cu) =Cu




Следствие 2. Производная произведения нескольких дифференцируемых функций равна сумме произведений производной каждого из сомножителей на все остальные.
Например, для трёх множителей имеем: [image: image1382.png](wovw) = vw+vaw+wuy.




Правило 3. Если функции [image: image1383.png]


 и [image: image1384.png]


 дифференцируемы в некоторой точке [image: image1385.png]


 и [image: image1386.png]vix)# 0



, то в этой точке дифференцируемо и их частное u/v , причём 

[image: image1387.png]



т.е. производная частного двух функций равна дроби, числитель которой есть разность произведений знаменателя на производную числителя и числителя на производную знаменателя, а знаменатель есть квадрат прежнего числителя.
Пример 6. Найти производную функции [image: image1388.png](x=5)(2x-5)



.

Решение. Определяем части выражения функции: всё выражение представляет произведение, а его сомножители - суммы, во второй из которых одно из слагаемых содержит постоянный множитель. Применяем правило дифференцирования произведения: производная произведения двух функций равна сумме произведений каждой из этих функций на производную другой:

[image: image1389.png](

e

-5)(2x-5))'=

-5)'(2x=5)+(x

—5)(2x-5)"




Далее применяем правило дифференцирования суммы: производная алгебраической суммы функций равна алгебраической сумме производных этих функций. В нашем случае в каждой сумме второе слагаемое со знаком минус. В каждой сумме видим и независимую переменную, производная которой равна единице, и константу (число), производная которой равна нулю. Итак, "икс" у нас превращается в единицу, а минус 5 - в ноль. Во втором выражении "икс" умножен на 2, так что двойку умножаем на ту же единицу как производную "икса". Получаем следующие значения производных:

[image: image1390.png]



[image: image1391.png](2x-5)'=(2x)-5'=2(x)-0=201=2




Подставляем найденные производные в сумму произведений и получаем искомую производную всей функции:

[image: image1392.png](2x-5)+(x-5)82=
= (2x-5)+ (224%):%45




Пример 7. Найти производную функции

[image: image1393.png]22-5




Решение. От нас требуется найти производную частного. Применяем формулу дифференцирования частного: производная частного двух функций равна дроби, числитель которой есть разность произведений знаменателя на производную числителя и числителя на производную знаменателя, а знаменатель есть квадрат прежнего числителя. Получаем:

[image: image1394.png])
5
5)(2x
(;z’
=

2727
(
)
5
(=
[ 755]‘:

e




Производную сомножителей в числителе мы уже нашли в примере 2. Не забудем также, что произведение, являющееся вторым сомножителем в числителе в текущем примере берётся со знаком минус:

[image: image1395.png]_s+l0 s
(2x-5)  (2x-5)

7




Пример 8. Найти производную функции [image: image1396.png](2x-1)x




Решение. В данной функции видим произведение, один из сомножителей которых - квадратный корень из независимой переменной, с производной которого мы ознакомились в таблице производных. По правилу дифференцирования произведения и табличному значению производной квадратного корня получаем:

[image: image1397.png]((2x-1)x) = (2x-1) Va+ (2x-1) (¥x) =

- 2J;+(2x—1)-2j/; :2J2+22i/’;1 -

_ (2“/;)2"2*’174”%—17@





Пример 9. Найти производную функции

[image: image1398.png]



Решение. В данной функции видим частное, делимое которого - квадратный корень из независимой переменной. По правилу дифференцирования частного, которое мы повторили и применили в примере 4, и табличному значению производной квадратного корня получаем:

[image: image1399.png]22+1)

[ N ]_ (ﬁ)‘(2x+1)—&(2x+1)‘:

(2x+1)





Чтобы избавиться от дроби в числителе, умножаем числитель и знаменатель на [image: image1400.png]


:

[image: image1401.png]2x+1

P -2dx 1= (2[)
(2x+1) 2vx(2x4l)

2x+1-4x 1-2x

Todx(2x+1) 2x(ex+1)




Пример 10. Найти производную функции

[image: image1402.png]y=x -4 +2x =Tz,



.

Решение. Применяя правила вычисления производной алгебраической суммы функций, вынесения постоянного множителя за знак производной и формулу производной степени (в таблице производных - под номером 3), получим

[image: image1403.png]y'=(x -4 +2x" - Tx)' =

= ()~ (4x)+ (22 - (7x)'=
= () - 4+ 22 - T ) =
5x* —12x2 +4x-7.




.

Пример 11. Найти производную функции

[image: image1404.png]=(1-2)(x*+4x)





Решение. Применим правило дифференцирования произведения, а затем найдём производные сомножителей, так же, как в предыдущей задаче, пользуясь формулой 3 из таблицы производных. Тогда получим

[image: image1405.png]y'=[0-) +4n]'=

(-2 +an) + (2 +42) (1= 2% =
= =32 (x* +4x) + (42 +D(1-2T) =
725122 +4





Пример 12. Найти производную функции

[image: image1406.png]



Решение. Как и в примерах 4 и 6, применим правило дифференцирования частного:

[image: image1407.png]A=A+ - A+ -5
i L




Теперь вычислим производные в числителе. Имеем

[image: image1408.png]= (A-x)2x-(1+x)(-28) _ 4x
1-2)7 Ta-27




Пример 13. Найти производную функции

[image: image1409.png]=i
T




Шаг 1. Применяем правило дифференцирования суммы:

[image: image1410.png]



Шаг 2. Найдём производную первого слагаемого. Это табличная производная квадратного корня (в таблице производных - номер 5):

[image: image1411.png]



Шаг 3. В частном знаменатель - также корень, только не квадратный. Поэтому преобразуем этот корень в степень:

[image: image1412.png]



и далее дифференцируем частное:

[image: image1413.png]



Корень из константы, как не трудно догадаться, является также константой, а производная константы, как мы знаем из таблицы производных, равна нулю:

[image: image1414.png]


 искомая производная: [image: image1415.png]



Производная произведения и частного функции

Формула производной произведения функции имеет вид [image: image1416.png]


.

Формула производной частного функции имеет вид [image: image1417.png]u]‘ u'v—uy'




.

В реальных задачах требуется найти производную таких произведений и частных, в которые вкрались тригонометрические выражения и логарифмы, не говоря уже о множителях (константах), и вообще о том, что может содержать произведение или частное функции. Поэтому примеры нахождения производной произведения и частного функций вынесены в эту отдельную статью.

Пример 14. Найти производную функции [image: image1418.png]z =26
2ttg ¢



.

Решение. От нас требуется найти производную произведения функций. Прежде всего, вынесем множитель 2 за знак производной: [image: image1419.png]2t*g )



.

Теперь применяем формулу дифференцирования произведения:
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Приводим слагаемые в скобках к общему знаменателю:

[image: image1421.png]2:[2@ 4t ]:
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В числителе первого слагаемого можно заметить знакомое по школьной математике выражение двойного угла: [image: image1422.png]2sinte cost




Существует также известное из школьной математики тождество:

[image: image1423.png]Zsincecosa=sin 2a




.

Подставляем его в наш промежуточный результат и получаем:
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.

Производная данного произведения найдена.

Пример 15. Найти производную функции

[image: image1425.png]x
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Решение. Перед нами сумма частных. Следовательно, каждое слагаемое будет дифференцировано как частное. Применяем правило дифференцирования частного, не забывая, чему равны производные числа (константы) и самой переменной x:
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Пример 16. Найти производную функции




Шаг 1. Применим правило дифференцирования частного:

[image: image1428.png](¢ wsin x)'s(1+1n x) — " osin xe(1+1n x)

(1+1nx¥





Шаг 2. Находим производную произведения в числителе:
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Шаг 3. Находим производную суммы:

[image: image1430.png](1+1n7)'= (1n )’ =

]




Шаг 4. Находим производную функции:

[image: image1431.png]o ofsin x-+cos x) e (1+1n x)
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Чтобы избавиться от дроби в числителе, умножаем числитель и знаменатель на x:
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Пример 17. Найти производную функции

[image: image1433.png]



Шаг 1. Применим правило дифференцирования произведения:

[image: image1434.png]



Шаг 2. Найдём производную частного, помня, что производная константы равна нулю, а корень из константы является также константой:

[image: image1435.png][H]‘: (2-n)eZ+(2-2)e(s2)'
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Шаг 3. Находим производную арктангенса (формула 12 в таблице производных):

[image: image1436.png](arctg x)'= —




Искомая производная:
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Пример 18. Найти производную функции

[image: image1438.png]



Шаг 1. Применим правило дифференцирования частного:
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Шаг 2. Дифференцируем по правилам для произведения и показательной функции (формула 17 в таблице производных):
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Чтобы избавиться от дроби в числителе, умножаем числитель и знаменатель на [image: image1441.png]


:

[image: image1442.png]_2xln3+1
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Производная суммы дробей со степенями и корнями

При нахождении производной суммы дробей со степенями и корнями во избежание распространённых ошибок следует обращать внимание на следующие моменты:

- применяя формулу дифференцирования произведения и частного, чётко определять разницу между константой, производная которой равна нулю, и постоянным множителем, который просто выносится за знак производной;

- необходимо уверенно пользоваться знаниями из школьного курса по действиям со степенями и корнями, например, что происходит с показателями степени, когда умножаются степени с одинаковыми основаниями;

- что происходит со знаками, когда у производной слагаемого знак противоположен знаку самого слагаемого.

Пример 19. Найти производную функции

[image: image1443.png]y=3x3 —x+2x



.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image1444.png]


.

Находим производную второго слагаемого:

[image: image1445.png]


.

Находим производную третьего слагаемого:

[image: image1446.png]


.

Здесь двойка перед иксом - постоянный множитель, поэтому его просто вынесли за знак производной.

Собираем всё вместе:

[image: image1447.png]


.

Если требуется в окончательном решении получить выражение с корнями, то преобразуем степени в корни и получаем искомую производную:

[image: image1448.png]


.

Пример 20. Найти производную функции

[image: image1449.png]


.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image1450.png](2]



.

Здесь первая двойка в числителе промежуточного выражения была константой, её производная равна нулю.

Находим производную второго слагаемого:

[image: image1451.png]



Находим производную третьего слагаемого:

[image: image1452.png]



Пример 21. Найти производную функции

[image: image1453.png]K
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.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image1454.png][L‘ﬁ]‘: (M)‘-zfzﬁ-(z)
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Находим производную второго слагаемого:

[image: image1455.png]



Производная третьего слагаемого - константы 1/2 - равна нулю.

Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знак производной второго слагаемого противоположен знаку слагаемого в исходном выражении:

[image: image1456.png]



Пример 22. Найти производную функции

[image: image1457.png]


.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image1458.png]



Находим производную второго слагаемого:

[image: image1459.png]9x*





Находим производную третьего слагаемого:

[image: image1460.png]162





Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знаки производных второго и третьего слагаемых - минусы:

[image: image1461.png]


.

Пример 23. Найти производную функции

[image: image1462.png]\Fnﬁnx
z



.

Решение. Находим производную первого слагаемого:

[image: image1463.png]



Находим производную второго слагаемого:

[image: image1464.png]



Находим производную третьего слагаемого:

[image: image1465.png]



Собираем всё вместе, обращая внимание на то, что знак производной второго слагаемого - минус:

[image: image1466.png]


.

Производные простых тригонометрических функций

При нахождении производных простых тригонометрических функций во избежание распространённых ошибок следует обращать внимание на следующие моменты:

- в выражении функции часто одно из слагаемых представляет собой синус, косинус или другую тригонометрическую функцию не от аргумента функции, а от числа (константы), поэтому производная этого слагаемого равна нулю;

- почти всегда нужно упростить выражение, полученное в результате дифференцирования, а для этого нужно уверенно пользоваться знаниями по действиям с дробями;

- для упрощения выражения почти всегда нужно знать тригонометрические тождества, например, формулу двойного угла и формулу единицы как сумму квадратов синуса и косинуса.

Пример 24. Найти производную функции [image: image1467.png]12
y=sin—-cosx



.

Решение. Допустим, с производной косинуса всё понятно, скажут многие, начинающие изучать производные. А как быть с производной синуса двенадцати, делённых на пи? Ответ: считать равной нулю! Здесь синус (функция всё-таки!) - ловушка, потому что аргумент - не переменная икс или любая другая переменная, а просто число. То есть, синус этого числа - тоже число. А производная числа (константы), как мы знаем из таблицы производных, равна нулю. Итак, оставляем только минус синус икса и находим его производную, не забывая про знак: [image: image1468.png](cosx)'=sinx



.

Ответ: [image: image1469.png]


.

Пример 25. Найти производную функции

[image: image1470.png]sin x
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.

Решение. Второе слагаемое - тот же случай, что и первое слагаемое в предыдущем примере. То есть, число, а производная числа равна нулю. Находим производную второго слагаемого как производную частного:

[image: image1471.png]



Ответ:

[image: image1472.png]



Пример 26. Найти производную функции

[image: image1473.png]2 arcsin




.

Решение. Это уже другая задача: здесь в первом слагаемом нет ни арксинуса, ни другой тригонометрической функции, но есть икс, а значит, это функция от икса. Следовательно, дифференцируем её как слагаемое в сумме функций:
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Пример 27. Найти производную функции [image: image1475.png]sin @+ 2cos @)



.

Решение. Здесь буква "фи" играет ту же роль, что "икс" в предыдущих случаях (и в большинстве других, но не во всех) - независимой переменной. Поэтому, когда будем искать производную произведения функций, не будем спешить объявлять равной нулю производную корня от "фи". Итак:
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Но на этом решение не заканчивается. Так как в двух скобках собраны подобные члены, от нас ещё требуется преобразовать (упростить) выражение. Поэтому умножаем скобки на вынесенные за них множители, а далее приводим слагаемые к общему знаменателю и выполняем другие элементарные преобразования:
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Пример 28. Найти производную функции

[image: image1478.png]


.

Решение. В этом примере от нас потребуется знание того факта, что существует такая тригонометрическая функция - секанс - и её формулы через косинус. Дифференцируем:
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Пример 29. Найти производную функции

[image: image1480.png]x
sin x+cosx



.

Решение. В этом примере от нас потребуется помнить из школьного курса формулу двойного угла. Но сначала дифференцируем:
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Далее применяем следующие тригонометрические тождества:

[image: image1482.png]sin® x+cosix=1



,

[image: image1483.png]Zsinxecosx=sin2x




 (это и есть формула двойного угла)

и получаем:

[image: image1484.png]sin x+cos x+x(sin x—cos x)

1+sin2x



.

Пример 30. Найти производную функции

[image: image1485.png]cos T

1+4sinx



.

Решение. В этом примере от нас потребуется всего-то лишь умение сокращать дроби. И внимание - не забыть, что дробь нужно сократить. Это сделано на последнем шаге решения:
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В решении применено тригонометрическое тождество:

[image: image1487.png]sin® x+cosix=1



.

Производная сложной функции
Пусть y – сложная функция x, т.е. y = f(u), u = g(x), или [image: image1488.png]y(x)=7[g®]




Если g(x) и f(u) – дифференцируемые функции своих аргументов соответственно в точках x и u = g(x), то сложная функция также дифференцируема в точке x и находится по формуле [image: image1489.png]y(x) = e (x)




Типичная ошибка при решении задач на производные - машинальное перенесение правил дифференцирования простых функций на сложные функции. Будем учиться избегать этой ошибки. Посмотрите на формулу 9 в таблице производных. Исходная функция является функцией от функции, причём аргумент x является аргументом лишь второй функции, а вторая функция является аргументом первой функции, или, согласно более строгому определению - промежуточным аргументом по независимой переменной x.

А теперь посмотрите на картинку ниже, которая иллюстрирует решение задач на сложные производные по аналогии с простым примером из кулинарии - приготовлении запечёных яблок, фаршированных ягодами.

[image: image1490.jpg]



Итак, "яблоко" - это функция, аргументом которой является промежуточный аргумент, а промежуточный аргумент по независимой переменной x, в свою очередь, является "фаршем" (ягодами). Представим себе, что решая задачи на производные сложной функции, сначала помещаем яблоко с фаршем в особую (физико-математическую) духовку и устанавливаем режим 1. При таком режиме духовка воздействует только на "яблоко", поскольку нужно, допустим, больше пропечь яблоко, а фарш из ягод оставить более сочным, то есть обрабатывать в другом режиме. Итак, в при режиме 1 обрабатывается яблоко, а фарш остаётся незатронутым, или, ближе к нашим задачам, находим производную функции лишь от промежуточного аргумента, то есть, "яблока". Затем в духовке устанавливается режим 2, который воздействует только на фарш, иначе говоря, записываем производную функции, являющейся промежуточным аргументом по независимой переменной x. И, в конце концов, записываем произведение производной "яблока" и производной "фарша". Можно подавать!

Пример 31. Найти производную функции

[image: image1491.png]3
sinx— 2cos x)





Сначала определим, где здесь "яблоко", то есть функция по промежуточному аргументу u, а где "фарш", то есть промежуточный аргумент u по независимой переменной x. Определяем: возведение в степень - это функция по промежуточному аргументу, то есть "яблоко", а выражение в скобках (разность двух тригонометрических функций) - это промежуточный аргумент, то есть "фарш".

Тогда

[image: image1492.png]=((sin x—2c0s )"} =
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Далее по таблице производных (производная суммы или разности, производные синуса и косинуса) находим:

[image: image1493.png](sinx—2cos x)'=(sinx) "~ (2cos %,
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Искомая производная (готовое "фаршированое яблоко"):

[image: image1494.png]3(sinx— 2cos x)° #(cos x+2sin x)




Пример 32. Найти производную функции

[image: image1495.png](ax* +2)




Неправильное решение: вычислять натуральный логарифм каждого слагаемого в скобках и искать сумму производных:

[image: image1496.png]



Правильное решение: опять определяем, где "яблоко", а где "фарш". Здесь натуральный логарифм от выражения в скобках - это "яблоко", то есть функция по промежуточному аргументу u, а выражение в скобках - "фарш", то есть промежуточный аргумент u по независимой переменной x.

Тогда (применяя формулу 14 из таблицы производных)

[image: image1497.png]



Пример 33. Найти производную функции

[image: image1498.png]=cos(x -3)





Неправильное решение:

[image: image1499.png]



Правильное решение. В очередной раз определяем, где "яблоко", а где "фарш". Здесь косинус от выражения в скобках (формула 7 в таблице производных)- это "яблоко", оно готовится в режиме 1, воздействующем только на него, а выражение в скобках (производная степени - номер 3 в таблице производных) - это "фарш", он готовится при режиме 2, воздействующей только на него. И как всегда соединяем две производные знаком произведения. Имеем:

[image: image1500.png],v‘:(:os(f—z))‘:—sm(;?—3)-({—3)‘:

=—sin(# ~3) 932" = 3% wsin (¥ - 3)




Первые примеры были на сложные функции, в которых промежуточный аргумент по независимой переменной был простой функцией. Но в практических заданиях нередко требуется найти производную сложной функции, где промежуточный аргумент или сам является сложной функцией или содержит такую функцию. Что делать в таких случаях? Находить производные таких функций по таблицам и правилам дифференцирования. Когда найдена производная промежуточного аргумента, она просто подставляется в нужное место формулы. Ниже – два примера, как это делается.

Пример 34. Найти производную функции

[image: image1501.png]y:ln(x+ x’+1)




Применяем правило дифференцирования сложной функции, не забывая, что в полученном произведении производных промежуточный аргумент по независимой переменной x не меняется:

[image: image1502.png]



Готовим второй сомножитель произведения и применяем правило дифференцирования суммы:

[image: image1503.png](T = w (VT = 1 (V)




Второе слагаемое - корень, поэтому

[image: image1504.png]



Таким образом, получили, что промежуточный аргумент, являющийся суммой, в качестве одного из слагаемых содержит сложную функцию: возведение в степень - сложная функция, а то, что возводится в степень - промежуточный аргумент по независимой переменной x.

Поэтому вновь применим правило дифференцирования сложной функции:

[image: image1505.png][(x’+1)%]‘:%(>?+1)% (2 41y




Степень первого сомножителя преобразуем в корень, а дифференцируя второй сомножитель, не забываем, что производная константы равна нулю:

[image: image1506.png]



Таким образом, производная промежуточного аргумента, нужного для вычисления искомой производной сложной функции y:

[image: image1507.png]



Тогда

[image: image1508.png]L ! 1
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Пример 35. Найти производную функции

[image: image1509.png]3 L codx

T
sntx 3




Сначала воспользуемся правилом дифференцирования суммы:

[image: image1510.png]



Получили сумму производных двух сложных функций. Находим первую из них:

[image: image1511.png]3
sin’ x,

‘= (3sin” 2"




Здесь возведение синуса в степень - сложная функция, а сам синус - промежуточный аргумент по независимой переменной x. Поэтому воспользуемся правилом дифференцирования сложной функции, попутно вынося множитель за скобки:

[image: image1512.png](3sin x)'=3(sin* x)'=

=3e(-2)sin” xe(sinx)'=
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Теперь находим второе слагаемое из образующих производную искомой функции y:

[image: image1513.png]



Здесь возведение косинуса в степень - сложная функция f[g(x)], а сам косинус - промежуточный аргумент по независимой переменной x. Снова воспользуемся правилом дифференцирования сложной функции:

[image: image1514.png]®3cos? xe(cosz)'=

= cos” xe(~sinx) =

—cos? x®sin x.





Находим искомую производную:

[image: image1515.png]Geosx 5
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Таблица производных некоторых сложных функций
Для сложных функций на основании правила дифференцирования сложной функции [image: image1516.png]


 формула производной простой функции принимает другой вид.
	1. Производная сложной степенной функции, где u – дифференцируемая функция аргумента x
	[image: image1517.png]




	2. Производная корня от выражения
	[image: image1518.png]




	3. Производная показательной функции
	[image: image1519.png](¢*)=a'u'ina





	4. Частный случай показательной функции
	[image: image1520.png]




	5. Производная логарифмической функции с произвольным положительным основанием а
	[image: image1521.png]




	6. Производная сложной логарифмической функции, где u – дифференцируемая функция аргумента x
	[image: image1522.png](1nu)'=

w =





	7. Производная синуса
	[image: image1523.png](sinu)'=cosu eu





	8. Производная косинуса
	[image: image1524.png]




	9. Производная тангенса
	[image: image1525.png]




	10. Производная котангенса
	[image: image1526.png]




	11. Производная арксинуса
	[image: image1527.png](arcsinus)






	12. Производная арккосинуса
	[image: image1528.png](arccosu






	13. Производная арктангенса
	[image: image1529.png]




	14. Производная арккотангенса
	[image: image1530.png]





Производная логарифмической функции

Производная логарифмической функции y = ln x существует и выражается формулой

[image: image1531.png]n =1
<



                    (1)

В случае сложной логарифмической функции y = ln u, где u – дифференцируемая функция аргумента x, формула (1) примет вид

[image: image1532.png]anu)‘:lu‘
u



               (2)

Пользуясь формулой (2), найдём производную логарифмической функции с произвольным положительным основанием a. Пусть

[image: image1533.png]y=log,u, a>0.




На основании свойств логарифмов имеем

[image: image1534.png]log, u=log, elnu _lnu
na




Так как

[image: image1535.png]Ina




- постоянный множитель, то

[image: image1536.png]Ly

na



 или [image: image1537.png](loggu) = ——.
nau



                    (3)

Пример 36. Найти производную функции

[image: image1538.png]1+logyx
y= oz




Решение. Применяя правило дифференцирования дроби (частного), а затем формулу (3), получим

[image: image1539.png]11
gy ()

=

_1-(1+log; )ln3
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Пример 37. Найти производную функции

[image: image1540.png]y=ln@x" +7)°




Решение. Используя свойства логарифмов, данную функцию можно записать проще:

[image: image1541.png]y=3n2x"+7)




Это сложная логарифмическая функция. Применяя правило о том, что постоянный множитель можно выносить за знак производной, а затем формулу (2) при [image: image1542.png]u

25" +7,




получаем

[image: image1543.png]3(2x +7) _ 12x
2% +7 25 +7

=3[In(22 +7)]




Пример 38. Найти производную функции

[image: image1544.png]1+logyx
y= oz




Решение. Применяя правило дифференцирования частного, а затем формулу производной логарифмической функции с произвольным положительным основанием (5) из таблицы производных сложной функции, получим

[image: image1545.png]1
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Пример 39. Найти производную функции

[image: image1546.png]y=ln(2x* +7)°,




Решение. Используя свойства логарифмов, данную функцию можно записать проще:

[image: image1547.png]¥ =322 +7).




Это сложная логарифмическая функция. Применяя формулу сложной логарифмической функции при [image: image1548.png]u

25" +7,



 получаем

[image: image1549.png]3(2x+7)‘ 12x
2 +7 2547

=3[ns*+7] =




Понятие и геометрический смысл дифференциала
Определение. Дифференциалом функции в некоторой точке x называется главная, линейная часть приращения функции.

Дифференциал функции y = f(x) равен произведению её производной на приращение независимой переменной x (аргумента).

Это записывается так: [image: image1550.png]


 или [image: image1551.png]df (x) = f(x)hx



 или же [image: image1552.png]df (x)= f'(x)dx




Геометрический смысл дифференциала. Дифференциал функции y = f(x) равен приращению ординаты касательной S, проведённой к графику этой функции в точке M(x; y), при изменении x (аргумента) на величину [image: image1553.png]


 (см. рисунок).

[image: image1554.jpg]



Почему дифференциал можно использовать в приближенных вычислениях?
Дифференциал, [image: image1555.png]


 является главной, линейной относительно [image: image1556.png]


частью приращения функции; чем меньше [image: image1557.png]


, тем большую долю приращения составляет эта часть. В этом можно убедиться, мысленно передвигая перпендикуляр, опущенный из точки P (см. рисунок) к оси Ox, ближе к началу координат. Поэтому при малых значениях [image: image1558.png]


 (и при [image: image1559.png]


) приращение функции можно приближенно заменить его главной частью [image: image1560.png]


, т.е. [image: image1561.png]Ay s y'Ax




О разных формах записи дифференциала
Дифференциал функции в точке x и обозначают [image: image1562.png]


 или [image: image1563.png]df (x).




Следовательно, [image: image1564.png]


                   (1)

или [image: image1565.png]df (x) = f(x)hx



,            (2)

поскольку дифференциал функции y = f(x) равен произведению её производной на приращение независимой переменной.

Замечание. Нужно помнить, что если x – исходное значение аргумента, а [image: image1566.png]


 - наращенное значение, то производная в выражении дифференциала берётся в исходной точке x; в формуле (1) этого не видно из записи.

Дифференциал функции можно записать в другой форме:

[image: image1567.png]


                      (3) или [image: image1568.png]df (x) = f (d)dx



   (4)

Пример 40. Найти дифференциалы функций:

1) [image: image1569.png]


;

2) [image: image1570.png]


;

3) [image: image1571.png]y=lnx



;

4) [image: image1572.png]y=la(x* +1)



.

Решение. Применяя формулы дифференцирования степенной и логарифмической функций из таблицы производных, а также формулу (4), находим:

1) [image: image1573.png]


;

2) [image: image1574.png]


;

3) [image: image1575.png]


;

4) [image: image1576.png]2xdx
b=
1+x



.

Свойства дифференциала

Дифференциал обладает свойствами, аналогичными свойствам производной:

[image: image1577.png]


 (С – постоянная величина) (5)

[image: image1578.png]d(u +v) =du+dv,



                                (6)
[image: image1579.png]d(wv)=u dv+vdu;



                             (7)

[image: image1580.png]d(Cu)=C du,



                                      (8)

[image: image1581.png]


                            (9)

Формулы (5) – (9) получаются из соответствующих формул для производной умножением обеих частей каждого равенства на [image: image1582.png]


.

Применение дифференциала в приближенных вычислениях
Приближенное равенство [image: image1583.png]Ay s y'Ax



 или [image: image1584.png]


                           (10)

позволяет использовать дифференциал для приближенных вычислений значений функции.

Запишем приближенное равенство более подробно. Так как

[image: image1585.png]by = flx+4x) - 1 (%),



 а [image: image1586.png]dy=f'(%)hx



, то

[image: image1587.png]Fm+bax) -7 ()= f'(x)bx



 или [image: image1588.png]Fm+an)= 7 (x)+ 7 (%) dx



                  (11)

Пример 41. Пользуясь понятием дифференциала, вычислить приближенно ln 1,01.

Решение. Число ln 1,01 является одним из значений функции y = ln x. Формула (11) в данном случае примет вид

[image: image1589.png]In(ry +Ax) ln 7, + 25




Положим [image: image1590.png]


 тогда [image: image1591.png]



Следовательно, [image: image1592.png]In(1,0) = In(1+0,0]) sla 1+




 что является очень хорошим приближением: табличное значение ln 1,01 = 0,0100.

Пример 42. Пользуясь понятием дифференциала, вычислить приближенно [image: image1593.png]1/ /1005




Решение. Число [image: image1594.png]11.,f1005



является одним из значений функции [image: image1595.png]y=1/x




Так как производная этой функции [image: image1596.png]¥ =11 (2xy),



 то формула (11) примет вид

[image: image1597.png]



Полагая [image: image1598.png]


 и [image: image1599.png]),005,



 получаем

[image: image1600.png]1 1
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(табличное значение [image: image1601.png]A,005 0,9975



).

Абсолютная и относительная погрешности приближенных вычислений
Пользуясь приближенным значением числа, нужно иметь возможность судить о степени его точности. С этой целью вычисляют его абсолютную и относительную погрешности.

Абсолютная погрешность [image: image1602.png]


 приближенного числа [image: image1603.png]


 равна абсолютной величине разности между точным числом [image: image1604.png]


 и его приближенным значением:

[image: image1605.png]A=|y-3]



                            (12)

Относительной погрешностью [image: image1606.png]


 приближенного числа [image: image1607.png]


 называется отношение абсолютной погрешности этого числа к абсолютной величине соответствующего точного числа:

[image: image1608.png]=l



                                 (13)

Если точное число неизвестно, то

[image: image1609.png]


                             (14)

Иногда, прежде чем применить формулу (11), требуется предварительно преобразовать исходную величину. Как правило, это делается в двух целях. Во-первых, надо добиться, чтобы величина [image: image1610.png]


 была достаточно малой по сравнению с [image: image1611.png]


, так как чем меньше [image: image1612.png]S (x)hx



, тем точнее результат приближенного вычисления. Во-вторых, желательно, чтобы величина [image: image1613.png]


вычислялась просто.

Пример 43. Пользуясь понятием дифференциала, вычислить приближенно [image: image1614.png]


. Оценить точность полученного результата.

Решение. Рассмотрим функцию [image: image1615.png]



Её производная равна

[image: image1616.png]



а формула (11) примет вид

[image: image1617.png]Protixsifn





В данном случае было бы нерационально вычислять приближенно [image: image1618.png]


следующим образом: [image: image1619.png]7
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 так как значение [image: image1620.png]


 не является малым по сравнению со значением производной в точке [image: image1621.png]



Здесь удобно предварительно вынести из под корня некоторое число, например 4/3. Тогда

[image: image1622.png]o0
N @




Теперь, полагая 
[image: image1623.png]



получим

[image: image1624.png]! [ 10] 0,94792.
64

N
e




Умножая на 4/3, находим

[image: image1625.png]P w@ize

94792 1,2639.




Принимая табличное значение корня

[image: image1626.png]



за точное число, оценим по формулам (12) и (13) абсолютную и относительную погрешности приближенного значения:

[image: image1627.png]A =11,2599-1,2639|=0,004;
5=0,004/1,2599 0,003

,3%.




Производные высших порядков

Если функция [image: image1628.png]


 имеет производную в каждой точке [image: image1629.png]


 своей области определения, то ее производная [image: image1630.png]f'(x)



 есть функция от [image: image1631.png]


. Функция [image: image1632.png]


, в свою очередь, может иметь производную, которую называют производной второго порядка функции [image: image1633.png]


 (или второй производной) и обозначают символом [image: image1634.png]


. Таким образом

[image: image1635.png]&y J'(@) — ['(20)

= lim

["(x) = = (@)





Пример 44. Найти вторую производную функции [image: image1636.png]



Решение. Для начала найдем первую производную:

[image: image1637.png]



[image: image1638.png]=1-In(2z +3) + = (22 +3) = In(2z + 3)+

3




[image: image1639.png][(22)" + (3)'] = In(2x + 3) + [2-(2) +0]





[image: image1640.png]:11.(21:+:;)+% 2-1=In(2z + 3) +





Для нахождения второй производной продифференцируем выражение для первой производной еще раз:

[image: image1641.png]y'(2) = (v (@) = (1;.(21,- +3)+
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[image: image1645.png]



[image: image1646.png]



[image: image1647.png]2 dr+6—dr
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Ответ. [image: image1649.png]



Производные более высоких порядков определяются аналогично. То есть производная [image: image1650.png]


-го порядка функции [image: image1651.png]


 есть первая производная от производной [image: image1652.png]


-го порядка этой функции:

[image: image1653.png](@)’




Замечание. Число [image: image1654.png]


, указывающее порядок производной, заключается в скобки.

Механический смысл второй производной

Теорема. (Механический смысл второй производной) Если точка движется прямолинейно и задан закон ее движения [image: image1655.png]


, то ускорение точки равно второй производной от пути по времени: [image: image1656.png]



Замечание. Ускорение материального тела равно первой производной от скорости, то есть: [image: image1657.png]



Пример 45. Материальная точка движется по закону [image: image1658.png]


, где [image: image1659.png]


 измеряется в метрах, а [image: image1660.png]


 - в секундах. Найти значение [image: image1661.png]


, при котором ускорение точки равно 12.

Решение. Найдем ускорение материальной точки:

[image: image1662.png]a(t) = s"(t) = (26° + 3t)" = ((2t° + 3t)") = ((2t°) + (3t)') =




[image: image1663.png]



[image: image1664.png]G6-(t°)+0





Искомое время [image: image1665.png]


 найдем из уравнения:

[image: image1666.png]



Ответ. [image: image1667.png]



Вычисления производной любого порядка, формула Лейбница

Для вычисления производной любого порядка от произведения двух функций, минуя последовательное применение формулы вычисления производной от произведения двух функций, применяется формула Лейбница:

[image: image1668.png]u™y + Cla" Y 4 P L O Y et




где [image: image1669.png]k__nt
Cn = kl(n—




, [image: image1670.png]


 - факториал натурального числа [image: image1671.png]


.

Пример 46. Найти [image: image1672.png]


, если [image: image1673.png]



Решение. Так как заданная функция представляет собой произведение двух функций [image: image1674.png]


,[image: image1675.png]


, то для нахождения производной четвертого порядка целесообразно будет применить формулу Лейбница:

[image: image1676.png]



[image: image1677.png]



Найдем все производные и посчитаем коэффициенты при слагаемых.

1) Посчитаем коэффициенты при слагаемых:

[image: image1678.png]



[image: image1679.png]



[image: image1680.png]



2) Найдем производные от функции [image: image1681.png]


:

[image: image1682.png]4-(z) = 4e™




[image: image1683.png]u(x) = (u'(x)) = (4e¥) =4 (') =16




[image: image1684.png]



[image: image1685.png]



3) Найдем производные от функции [image: image1686.png]


:

[image: image1687.png]



[image: image1688.png]



[image: image1689.png]



[image: image1690.png]



Тогда

[image: image1691.png]



[image: image1692.png]+6 - 16 - (— + €81 si

)+ 4 -4 - (=27 cos





[image: image1693.png]oS




Ответ. [image: image1694.png]



Дифференциал сложной функции, инвариантность формы дифференциала

Рассмотрим дифференциал сложной функции. Пусть y сложная функция x: [image: image1695.png]


, [image: image1696.png]


. Дифференциал [image: image1697.png]


 этой функции, используя формулу для производной сложной функции, можно записать в виде [image: image1698.png]dy=f'(w)u'dx



. Но [image: image1699.png]


 есть дифференциал функции u, поэтому [image: image1700.png]dy=f"'(u)du



, т. е. [image: image1701.png]


.

Здесь дифференциал записан в том же виде, как и в формуле для дифференциала функции независимой переменной x, т. е. [image: image1702.png]


, хотя аргумент u является не независимой переменной, а функцией x.

Следовательно, выражение дифференциала функции в виде произведения производной этой функции на дифференциал её аргумента справедливо независимо от того, является ли аргумент независимой переменной или функцией другой переменной. Это свойство называется инвариантностью (неизменностью) формы дифференциала.

Задание к примерам. Во всех примерах требуется вычислить дифференциал функции двумя способами: выражая его через dx и через du - дифференциал промежуточной переменной u. Проверить совпадение полученных результатов.

Потребуется таблица производных некоторых сложных функций.

Пример 47. Дана функция [image: image1703.png]y=(3x-5)"



.

Решение. Через dx:

[image: image1704.png]dy=((35=5) )'o(35-5)"dx =

=7(3x-5)" 0 3dx = 21(3x-5)"dx.




Использовали правило дифференцирования степенной функции.

Через du:

[image: image1705.png]u=3r-5=y=u =dy="Tu'du




Подставляя в полученное равенство [image: image1706.png]3x-5



 и [image: image1707.png]


, получаем

[image: image1708.png]dy =Tu’du =7 (3x~5) ®3dx=
21(3z-5)"dx





Результаты совпадают.

Пример 48. Дана функция [image: image1709.png]


.

Решение. Через dx:

[image: image1710.png](2+4x-x")ax 4o
22tax-x  22+dx-
202-x)dx _ (2-2)dx
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Использовали правило дифференцирования сложной функции квадратного корня.

Через du: 
[image: image1711.png]we 44—t o ym i Sy =9

o



.

Подставляя в полученное равенство [image: image1712.png]u

2+dx—x



 и [image: image1713.png]


, получаем

[image: image1714.png]_ 2(2-x)dx _ (2-m)dx

AP e





Результаты совпадают.

Пример 49. Дана функция [image: image1715.png]=ln(e"+1)




.

Решение. Через dx:

[image: image1716.png]ofe" +1)'ax

&'dx
& +1





Использовали правило дифференцирования сложной логарифмической функции.

Через du:

[image: image1717.png]w=o S y=hnumdy=LE
-



.

Подставляя в полученное равенство [image: image1718.png]u=e" +1



 и [image: image1719.png]


, получаем [image: image1720.png]


 Результаты совпадают.

Пример 50. Дана функция [image: image1721.png]N+




.

Решение. Через dx (в процессе решения для удобства преобразуем корни в степени и обратно):

[image: image1722.png]&
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Использовали общее правило дифференцирования сложной функции два раза.

Через du:

[image: image1723.png]1
=PIy === ou dx.
337




.

Подставляя в полученное равенство [image: image1724.png]


 и 

[image: image1725.png]du:l(>?+1)%-2xdxzi
2

2 +1



, получаем

[image: image1726.png]xdx

E (1+m)2 ol

dy =




Результаты совпадают.

Пример 51. Дана функция [image: image1727.png]


.

Решение. Через dx:

[image: image1728.png]



Использовали общее правило дифференцирования сложной функции и правило дифференцирования сложной логарифмической функции.

Через du:

[image: image1729.png]3 y=husdy= L4
-




.

Подставляя в полученное равенство [image: image1730.png]


 и [image: image1731.png]


, получаем

[image: image1732.png]_2xdx
V=g



.

Результаты совпадают.

Правило Лопиталя
Раскрытие неопределённостей вида 0/0 или ∞/∞ значительно упрощается с помощью правила Лопиталя.

Правило Лопиталя. Если функции f(x) и g(x) дифференцируемы в некоторой окрестности точки [image: image1733.png]


, за исключением, может быть, самой точки [image: image1734.png]


, причём в этой окрестности [image: image1735.png]gx)=0,



 и если [image: image1736.png]lim f(x) = lim g(x)=0
el e



 или [image: image1737.png]lim f(x) = lim g (x) = oo,
el e



 то

[image: image1738.png]i L8 g £
Shgm kg




            (1)           

Иными словами, для неопределённостей вида 0/0 или ∞/∞ предел отношения двух функций равен пределу отношения их производных, если последний существует (конечный или бесконечный).

В равенстве (1) [image: image1739.png]


может быть либо числом, либо ∞, либо - ∞.

Пример 52. Вычислить

[image: image1740.png]A-3x42
im T 112
%2 In(x* - 3)




Решение. Подстановка в заданную функцию значения x= 2 приводит к неопределённости вида 0/0. Поэтому применим правило Лопиталя:

[image: image1741.png]" x273x+271 (#*-3r+2)"

=i -3) -2 [m 23]

w2573 (22— z(x’—z) 1
=221/ =3) w2 g





Замечание 1. Если предел отношения производных представляет собой неопределённость вида 0/0 или ∞/∞, то можно снова применить правило Лопиталя, т.е. перейти к пределу отношения вторых производных, и т.д.

Пример 53. Вычислить

[image: image1742.png]lim .
e




Решение. Находим

[image: image1743.png]



Здесь правило Лопиталя применено дважды, поскольку и предел отношения функций, и предел отношения производных дают неопределённость вида ∞/∞.

Замечание 2. Применение правила Лопиталя к раскрытию неопределённостей вида 0∙∞ или ∞ - ∞ возможно лишь после преобразования их к виду 0/0 или ∞/∞ (0∙∞ - символическая запись произведения бесконечно малой величины на бесконечно большую).

Пример 54. Вычислить

[image: image1744.png]hrrs(len x).




Решение. Имеем

[image: image1745.png]2 =
i n =iy

In





(здесь неопределённость вида 0∙∞ мы преобразовали к виду ∞/∞, так как

[image: image1746.png]liminx=-o, lim(l/ ') =00,
vt




а затем применили правила Лопиталя).

Замечание 3. Неопределённости вида [image: image1747.png]


, [image: image1748.png]


или [image: image1749.png]


обычно приводятся к виду 0/0 или ∞/∞ с помощью логарифмирования функции вида [image: image1750.png][F™




Пример 55. Вычислить [image: image1751.png]lim xVe D
am




Решение. В этом случае

[image: image1752.png]x =0, In(e" - 1) =00, 1/In(e" -1) =0,




т. е. имеем неопределённость вида [image: image1753.png]


. Положим [image: image1754.png]y= 2wl




Логарифмируя, получим

[image: image1755.png]__Inx
@ -1





При [image: image1756.png]


 числитель и знаменатель этой дроби стремятся к - ∞, т.е. получается неопределённость вида ∞/∞, к которой применимо правило Лопиталя:

[image: image1757.png]



Здесь правило Лопиталя применено дважды.

Частные производные

Каждая частная производная (по x и по y) функции двух переменных представляет собой обыкновенную производную функции одной переменной при фиксированном значении другой переменной:

[image: image1758.png]& _ .
5= SN



 (где y = const),

[image: image1759.png]& _ .
g:fy(xv,v)



 (где x = const).

Поэтому частные производные вычисляют по формулам и правилам вычисления производных функций одной переменной, считая при этом другую переменную постоянной (константой).

Если тяжело сосредоточиться, чтобы отслеживать, где в функции константа, то можно в черновом решении примера вместо переменной с фиксированным значением подставить любое число - тогда можно будет быстрее вычислить частную производную как обыкновенную производную функции одной переменной. Надо только не забыть при чистовом оформлении вернуть на место константу (переменную с фиксированном значением).

Пример 56. Найти частные производные функции [image: image1760.png]z





Решение. Имеем

[image: image1761.png]& 20
Z =152y -1
3 b4



 (y фиксировано);

[image: image1762.png]Z 10y



 (x фиксировано).

Как видно, не имеет значения, в какой степени переменная, которая фиксирована: в данном случае это просто некоторое число, являющееся множителем (как в случае обычной производной) при переменной, по которой находим частную производную. Если же фиксированная переменная не умножена на переменную, по которой находим частную производную, то эта одинокая константа, безразлично, в какой степени, как и в случае обычной производной, обращается в нуль.

Пример 57. Дано [image: image1763.png]


 Найти частные производные [image: image1764.png]¥



 и [image: image1765.png]PR



 и вычислить их значения в точке А (1; 2).

Решение. Имеем [image: image1766.png]E_
Zoy iz
5



 (при фиксированном y производная первого слагаемого находится как производная степенной функции);

[image: image1767.png]2|




 (при фиксированном x производная первого слагаемого находится как производная показательной функции, а второго – как производная постоянной). Вычислим значения этих частных производных в точке А (1; 2):

[image: image1768.png]&
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Пример 58. Найти частные производные функции [image: image1769.png]z =sin(x7)



.

Решение. В один шаг находим [image: image1770.png]%:ym(v)



 (y фиксировано и является в данном случае множителем при x, как если бы аргументом синуса было 5x: точно так же 5 оказывается перед знаком функции);

[image: image1771.png]%:x:os(}w)



 (x фиксировано и является в данном случае множителем при y).

Аналогично определяются частные производные функции трёх и более переменных.

Если каждому набору значений (x; y; ...; t) независимых переменных из множества D соответствует одно определённое значение u из множества E, то u называют функцией переменных x, y, ..., t и обозначают u = f(x, y, ..., t).

Для функций трёх и более переменных геометрической интерпретации не существует.

Частные производные функции нескольких переменных определяются и вычисляются также в предположении, что меняется только одна из независимых переменных, а другие при этом фиксированы.

Пример 59. Найти частные производные функции [image: image1772.png]u=x+2y +e*



.

Решение. Получаем

[image: image1773.png]@



 (y и z фиксировано);

[image: image1774.png]2@

4y



 (x и z фиксировано);

[image: image1775.png]@




 (x и y фиксировано).

Частная производная функции нескольких переменных имеет тот же механический смысл, что и производная функции одной переменной, - это скорость изменения функции относительно изменения одного из аргументов.

Пример 60. Количественная величина потока П пассажиров железных дорог может быть выражена функцией [image: image1776.png]T=NIR,



 где П – количество пассажиров, N – число жителей корреспондирующих пунктов, R – расстоянии между пунктами.

Частная производная функции П по R, равная [image: image1777.png]am__w
&R



 показывает, что уменьшение потока пассажиров обратно пропорционально квадрату расстояния между корреспондирующими пунктами при одной и той же численности жителей в пунктах.

Частная производная П по N, равная [image: image1778.png]


 показывает, что увеличение потока пассажиров пропорционально удвоенному числу жителей населённых пунктов при одном и том же расстоянии между пунктами.

Полный дифференциал

Произведение частной производной на приращение соответствующей независимой переменной называется частным дифференциалом. Частные дифференциалы обозначаются так:
[image: image1779.png]du

=& du=Py
3 Y




и т.д. Сумма частных дифференциалов по всем независимым переменным даёт полный дифференциал. Для функции двух независимых переменных полный дифференциал выражается равенством

[image: image1780.png]2 ey
Ry



          (7)

Пример 61. Найти полный дифференциал функции [image: image1781.png]z=ln(x+y").




Решение. Используя формулу (7), получим

[image: image1782.png]



Функция, имеющая полный дифференциал в каждой точке некоторой области, называется дифференцируемой в этой области.

Так же как и в случае функции одной переменной, из дифференцируемости функции в некоторой области следует её непрерывность в этой области, но не наоборот.

Сформулируем без доказательств достаточное условие дифференцируемости функции.

Теорема. Если функция z = f(x, y) имеет непрерывные частные производные

[image: image1783.png]¥



 и [image: image1784.png]PR



 в данной области, то она дифференцируема в этой области и её дифференциал выражается формулой (7).

Можно показать, что подобно тому, как в случае функции одной переменной дифференциал функции является главной линейной частью приращения функции, так и в случае функции нескольких переменных полный дифференциал является главной, линейной относительно приращений независимых переменных частью полного приращения функции.

Для функции двух переменных полное приращение функции имеет вид

[image: image1785.png]bz =f(x+hn, y+iy)-f(xy)=
= dz+ahx+ B by,



 (8)

где α и β – бесконечно малые при [image: image1786.png]Ax =0



 и [image: image1787.png]Ay —=0.




Частные производные высших порядков
Частные производные [image: image1788.png]¥



 и [image: image1789.png]PR



 функции f(x, y) сами являются некоторыми функциями тех же переменных и, в свою очередь, могут иметь производные по разным переменным, которые называются частными производными высших порядков.

При этом употребляются следующие обозначения:

[image: image1790.png](%) Pz (%) &
alax) o ay\ax) oy



 - производные от [image: image1791.png]¥



 по x и y.

Эти же производные можно записать и в другой форме:

[image: image1792.png]o fr ),
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Все эти производные являются частными производными второго порядка от функции f(x, y). От них можно опять взять производные. Например, [image: image1793.png]


 есть частная производная третьего порядка функции  f(x, y), взятая один раз по x и один раз по y.

Новых правил для составления частных производных высших порядков не требуется: производные составляются постепенно одна за другой, причём для смешанных частных производных справедлива следующая теорема.

Теорема. Если смешанные частные производные [image: image1794.png]T



 и [image: image1795.png]T



непрерывны в некоторой открытой области, то они совпадают.

Другими словами, для непрерывной смешанной частной производной порядок дифференцирования не играет роли.

Пример 62. Найти частные производные [image: image1796.png]ey



 и [image: image1797.png]Fz
or



 функции [image: image1798.png]z=3x+x"y"



 и убедиться в равенстве этих частных производных.

Решение.
[image: image1799.png]Z_340p°



; [image: image1800.png]


; [image: image1801.png]


; [image: image1802.png]


.

Как видно из решения, смешанные частные производные равны.

Пример 63. Для функции [image: image1803.png]


 вычислить частную производную [image: image1804.png]Fz
axtay





Решение. Первое и второе дифференцирование производим по x:

[image: image1805.png]



а третье – по y:

[image: image1806.png]Fz _a(dz)_2 o
o alw sl

=4y%"" 02my=2)7 (247"




Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Дайте определение производной произведения функции?

2. Какая функция получиться при производной нулевого порядка?

3. Чем отличается производная сложной функции от простой?

4. По какой формуле можно найти производную функции нулевого порядка?

Текст самостоятельной работы:

1. Составить уравнение касательной и кривой 
[image: image1807.wmf]4
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2-4. Найти производные:
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8-14. Найти производные следующих функций:

8. 
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Возрастание и убывание функций, условия возрастания и убывания. Экстремумы функций, необходимое условие существования экстремума. Нахождение экстремумов с помощью первой производной. Выпуклые функции. Точки перегиба. Асимптоты. Полное исследование функции
Цель: 

- отработать навыки в применении производной и научиться строить графики функции.

Перечень литературы: 

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.243-275.

http://function-x.ru/function_extremum.html
Общие теоретические положения
Экстремумы функции

Нахождение экстремумов функции может быть как самостоятельной задачей, так и одним из этапов полного исследования функции и построения её графиков.

Точки экстремума - объединяющий термин для точек максимума и минимума, а значения функций в этих точках называются экстремумами функции.
Рассмотрим график непрерывной функции. Из рисунка сверху видно, что значение функции в точке [image: image1824.png]


 меньше, чем значения функции в достаточно близких к ней точках, соседних с ней справа и слева. В этом случае говорят, что функция имеет в точке [image: image1825.png]


минимум.

В точке [image: image1826.png]


 значение функции больше значений функции в достаточно близких к ней точках, расположенных справа и слева от неё. В этом случае говорят, что функция имеет в точке [image: image1827.png]


 максимум.

[image: image1828.jpg]



рис. 1
А теперь строгие определения точек экстремума.

Функция [image: image1829.png]f(x)



 имеет минимум в точке [image: image1830.png]


, если существует такая окрестность точки [image: image1831.png]


, что для всех [image: image1832.png]x#x



 из этой окрестности выполняется неравенство [image: image1833.png]J (%) < f(x +47).




Функция [image: image1834.png]f(x)



 имеет максимум в точке [image: image1835.png]


, если существует такая окрестность точки [image: image1836.png]


, что для всех [image: image1837.png]x#x



 из этой окрестности выполняется неравенство [image: image1838.png]F (%) > fx+47).




Из приведённых определений следует, что экстремум функции имеет локальный характер - это наибольшее и наименьшее значение функции по сравнению с близлежайшими значениями. На промежутке функция может иметь несколько экстремумов, причём может оказаться, что какой-либо минимум функции больше какого-либо максимума. Так, для функции изображённой на рисунке в начале, [image: image1839.png]Fx)=7(x)



. Следующая теорема позволяет ответить на вопрос, в каких точках функция может достигать экстремума.

Теорема Ферма (необходимый признак экстремума). Если функция [image: image1840.png]f(x)



дифференцируема в точке [image: image1841.png]


 и имеет в этой точке экстремум, то её производная при [image: image1842.png]


 обращается в нуль, т.е. [image: image1843.png]



Теорема Ферма имеет простое геометрическое истолкование. Так как производная в точке равна угловому коэффициенту касательной к графику функции в этой точке, то равенство [image: image1844.png]F(m)=tza=0



 означает, что [image: image1845.png]


, т. е. касательная к кривой в этой точке параллельна оси Ox.

Следствие. Дифференцируемая функция может иметь экстремум лишь в тех точках, где производная равна нулю.

Однако функция может иметь экстремум и в тех точках области определения, где производная не существует.

Пример 1. Функция [image: image1846.png]


 в точке x=0 достигает минимума, но не дифференцируема при x=0, так как в этой точке график не имеет определённой касательной (рис. 2).

[image: image1847.jpg]



рис. 2
Пример 2. Функция, изображённая на рисунке сверху, имеет в точке [image: image1848.png]


 максимум, но не дифференцируема в этой точке, так как при [image: image1849.png]


 касательная к кривой образует с осью Ox угол [image: image1850.png]90° (1'(%) = 1290°




.

[image: image1851.jpg]



рис. 3
Замечание. Условия о том, что производная функции в точке равна нулю или не существует, являются необходимыми условиями экстремума, но не достаточными, поскольку можно привести примеры функций, для которых эти условия выполняются, но экстремума в соответствующей точке функция не имеет.

Пример 3. Функция [image: image1852.png]Fx)=x+1



, изображённая на рисунке сверху, имеет производную [image: image1853.png]F(x)=3



, которая обращается в нуль при x=0, однако в точке x=0 функция экстремума не имеет.

[image: image1854.jpg]



рис. 4
Те значения аргумента, при которых функция сохраняет непрерывность, а её производная обращается в нуль или не существует, называются критическими точками (или критическими значениями аргумента).

Теорема Ферма является лишь необходимым признаком экстремума, так как не в каждой критической точке экстремум существует. Поэтому нужно располагать достаточными признаками, позволяющими судить, имеется ли в конкретной критической точке экстремум и какой именно - максимум или минимум.

Первый достаточный признак экстремума. Если [image: image1855.png]


 - критическая точка функции f(x) и в некоторой окрестности этой точки слева и справа от неё производная имеет противоположные знаки, то [image: image1856.png]


 является экстремумом функции, причём:

1) максимумом, если [image: image1857.png]


 при [image: image1858.png]<z



 и [image: image1859.png]


 при [image: image1860.png]x>z



;

1) минимумом, если [image: image1861.png]


 при [image: image1862.png]<z



 и [image: image1863.png]


 при [image: image1864.png]x>z



.

Если же вблизи точки [image: image1865.png]


, слева и справа от неё, производная сохраняет знак, то это означает, что функция либо только убывает, либо только возрастает в некоторой окрестности точки [image: image1866.png]


. В этом случае в точке [image: image1867.png]


 экстремума нет.

Таким образом, если [image: image1868.png]


 - критическая точка f(x) и при переходе через [image: image1869.png]


 производная [image: image1870.png]


 меняет знак, то [image: image1871.png]


 есть точка экстремума, причём точка максимума, если производная меняет знак с плюса на минус, и точка минимума, если с минуса на плюс. В противном случае в точке [image: image1872.png]


 экстремума нет.

Пример 4. Исследовать на экстремум функцию [image: image1873.png]


 и построить её график.

Решение. Функция определена и непрерывна на всей числовой прямой. Её производная [image: image1874.png]F{x)=x(x-3)



 существует также на всей числовой прямой. Поэтому в данном случае критическими точками служат лишь те, в которых [image: image1875.png]


, т.е. [image: image1876.png]2 (x-3)=0



, откуда [image: image1877.png]


 и [image: image1878.png]


. Критическими точками [image: image1879.png]


 и [image: image1880.png]


 разбивают всю область определения функции на три интервала монотонности: [image: image1881.png]J-o, 0, 10, 3, 13, +oo[



. Выберем в каждой из них по одной контрольной точке и найдём знак производной в этой точке.

Для интервала [image: image1882.png]]-co, Of,



 контрольной точкой может служить [image: image1883.png]


: находим [image: image1884.png]


. Взяв в интервале [image: image1885.png]


 точку [image: image1886.png]


, получим [image: image1887.png]


, а взяв в интервале [image: image1888.png]


 точку [image: image1889.png]


, имеем [image: image1890.png]


. Итак, в интервалах [image: image1891.png]]-co, Of,



 и [image: image1892.png]


 [image: image1893.png]


, а в интервале [image: image1894.png]


 [image: image1895.png]


. Согласно первому достаточному признаку экстремума, в точке [image: image1896.png]


 экстремума нет (так как производная сохраняет знак в интервале [image: image1897.png]]-e0, 3]



), а в точке [image: image1898.png]


 функция имеет минимум (поскольку производная при переходе через эту точку меняет знак с минуса на плюс). Найдём соответствующие значения функции: [image: image1899.png]


, а [image: image1900.png]F(3)=-675



. В интервале [image: image1901.png]]-e0, 3]



 функция убывает, так как в этом интервале [image: image1902.png]


, а в интервале [image: image1903.png]


 возрастает, так как в этом интервале [image: image1904.png]


.

Чтобы уточнить построение графика, найдём точки пересечения его с осями координат. При [image: image1905.png]


 получим уравнение [image: image1906.png]


, корни которого [image: image1907.png]


 и [image: image1908.png]


, т. е. найдены две точки (0; 0) и (4; 0) графика функции. Используя все полученные сведения, строим график.

[image: image1909.jpg]



рис. 5
Второй достаточный признак экстремума. Если функция f(x) дважды дифференцируема и в точке [image: image1910.png]


 выполняются условия [image: image1911.png](%)

0



 и [image: image1912.png]F'(x)=0



, то в этой точке функция имеет экстремум, причём максимум, если [image: image1913.png]F"(x) <0



, и минимум, если [image: image1914.png]F'(x)>0



.

Замечание 1. Если в точке [image: image1915.png]


 обращаются в нуль обе производные, то в этой точке нельзя судить о наличии экстремума на основании второго достаточного признака. В этом случае нужно воспользоваться первым достаточным признаком экстремума.

Замечание 2. Второй достаточный признак экстремума неприменим и тогда, когда в критической точке первая производная не существует (тогда не существует и вторая производная). В этом случае также нужно воспользоваться первым достаточным признаком экстремума.

Пример 5. Исследовать на экстремум функцию [image: image1916.png]


 и построить её график.

Областью определения функции является вся числовая прямая, кроме точки [image: image1917.png]


, т.е. [image: image1918.png]D=]-00, 0[]0, +oo]



.

Для сокращения исследования можно воспользоваться тем, что данная функция чётная, так как [image: image1919.png]


. Поэтому её график симметричен относительно оси Oy и исследование можно выполнить только для интервала [image: image1920.png]


.

Находим производную [image: image1921.png]


 и критические точки функции:

1) [image: image1922.png]=0=4-16=0=



;

2) [image: image1923.png]


,

но функция терпит разрыв в этой точке, поэтому она не может быть точкой экстремума.

Таким образом, заданная функция имеет две критические точки: [image: image1924.png]


 и [image: image1925.png]


. Учитывая чётность функции, проверим по второму достаточному признаку экстремума только точку [image: image1926.png]


. Для этого найдём вторую производную [image: image1927.png]


 и определим её знак при [image: image1928.png]


: получим [image: image1929.png]


. Так как [image: image1930.png]


 и [image: image1931.png]


, то [image: image1932.png]


 является точкой минимума функции, при этом [image: image1933.png]


.

Чтобы составить более полное представление о графике функции, выясним её поведение на границах области определения:

[image: image1934.png]ey =





(здесь символом [image: image1935.png]x—=0+0



 обозначено стремление x к нулю справа, причём x остаётся положительным; аналогично [image: image1936.png]x—=0-0



 означает стремление x к нулю слева, причём x остаётся отрицательным). Таким образом, если [image: image1937.png]x—=0+0



, то [image: image1938.png]¥ =+



. Далее, находим

[image: image1939.png]


,

т.е. если [image: image1940.png]


, то [image: image1941.png]¥ =+



.

Точек пересечения с осями график функции не имеет. 

[image: image1942.jpg]



рис. 6
Асимптоты к графикам функций

Во многих случаях построение графика функции облегчается, если предварительно построить асимптоты кривой.

Определение 1. Асимптотами называются такие прямые, к которым сколь угодно близко приближается график функции.
Определение 2. Прямая называется асимптотой кривой, если расстояние от переменной точки М кривой до этой прямой стремится к нулю при неограниченном удалении точки М от начала координат по какой-либо ветви кривой.
Различают три вида асимптот: вертикальные, горизонтальные и наклонные.

Вертикальные асимптоты. Прямая x = a является вертикальной асимптотой графика функции f(x), если выполняется хотя бы одно из условий: [image: image1943.png]Jim f(2)=d4m



 или [image: image1944.png]Jim ()=



. (при этом функция f(x) может быть вообще не определена соответственно при [image: image1945.png]


 и [image: image1946.png]


).

Замечание. Символом [image: image1947.png]x—=a+0



 обозначается стремление x к a справа, причём x остаётся больше a, символом [image: image1948.png]x—=a-0-



стремление x к a слева, причём x остаётся меньше a.

Из сказанного следует, что вертикальные асимптоты кривой нужно искать в точках разрыва и на границах области определения. График функции, непрерывной на всей числовой прямой, вертикальных асимптот не имеет.

Пример 1. График функции y = ln x имеет вертикальную асимптоту x = 0 (т.е. совпадающую с осью Oy) на границе области определения, так как [image: image1949.png]lim 1nx= -
iy




[image: image1950.jpg]y=log,x, a>

y=log,x, 0<a<1




рис. 7
Горизонтальные асимптоты. Если [image: image1951.png]lim f)=b



, то y = b – горизонтальная асимптота кривой y = f(x) (правая при [image: image1952.png]


, левая при [image: image1953.png]


и двусторонняя, если пределы при [image: image1954.png]


равны).

Пример 2. График функции [image: image1955.png]


 при a > 1 имеет левую горизонтальную асимпототу y = 0 (т.е. совпадающую с осью Ox), так как [image: image1956.png]lim &*



. Правой горизонтальной асимптоты у кривой нет, поскольку [image: image1957.png]lim 4" =co



.
[image: image1958.jpg]



рис. 8
Наклонные асимптоты. Существование наклонной асимптоты определяется следующей теоремой.

Теорема. Для того, чтобы кривая y = f(x) имела асимптоту y = kx + b, необходимо и достаточно, чтобы существовали конечные пределы

[image: image1959.png]k=tim 7% bl ()~ ]
lim === b=lim



          (1)

или

[image: image1960.png]k= tim T b= tim [ (-]
lim == b= lim|



      (2)

В первом случае получается правая наклонная асимптота, во втором – левая. Правая наклонная асимптота изображена на рисунке.

[image: image1961.jpg]



рис. 9
При совпадении пределов (1) и (2) прямая y = kx + b является двусторонней асимптотой кривой.

Если хотя бы один из пределов, определяющих асимптоту y = kx + b, не существует, то график функции не имеет наклонной асимптоты (но может иметь вертикальную).

Нетрудно видеть, что горизонтальная асимптота y = b является частным случаем наклонной y = kx + b при k = 0.

Поэтому если в каком-либо направлении кривая имеет горизонтальную асимптоту, то в этом направлении нет наклонной, и наоборот.

Пример 3. Найти асимптоты графика функции

[image: image1962.png]



Решение. Функция определена на всей числовой прямой, кроме x = 0, т.е. [image: image1963.png]D) =00, 0[]0, 400



 Поэтому в точке разрыва x = 0 кривая может иметь вертикальную асимптоту. Действительно,

[image: image1964.png]2
lim 7 (x)= lim 2%

bt w0 x

- lim [ZX7£]:07(700):«»

P




[image: image1965.jpg]y=(21)x

fy=2x





рис. 10
Следовательно, x = 0 – вертикальная асимптота; при [image: image1966.png]


 слева [image: image1967.png]J(x) =00,



 при [image: image1968.png]


 справа [image: image1969.png]J(x)—-00.




Горизонтальной асимптоты кривая не имеет, так как 
[image: image1970.png]i 70 = i (2 )

x




Выясним наличие наклонной асимптоты:

[image: image1971.png]2
b tim 2 g 281

A

- tim [27%]:2,

b= lim [ 7 (x)~ 4]

= lim [2xfff2 ]




Прямая y = 2x является двусторонней наклонной асимптотой заданной кривой.

Понятие возрастания, убывания и монотонности функции
Исследование функции на возрастание и убывание может быть как самостоятельной задачей, так и одним из этапов полного исследования функции и построения её графика.

Функции, у которых имеет место убывание или возрастание на некотором числовом промежутке, называются монотонными функциями.

Возрастание функции. Функция называется возрастающей на интервале ]a, b[, принадлежащем области определения функции, если большим значениям независимой переменной из этого интервала соответствуют большие значения функции, т.е. если 
[image: image1972.png]xnrx=f(xn)>f(x)



 для всех x1 и x2, принадлежащих интервалу.

Убывание функции. Функция называется убывающей на интервале ]a, b[, если большим значениям независимой переменной из этого интервала соответствуют меньшие значения функции, т.е. если [image: image1973.png]nrxn=>7(x)<f(n)



 для всех x1 и x2, принадлежащих интервалу.

Признаки постоянства, возрастания и убывания функции
Теорема 1. Если во всех точках некоторого промежутка [image: image1974.png]


, то функция [image: image1975.png]


сохраняет в этом промежутке постоянное значение.

Этот промежуток может быть замкнутым или открытым, конечным или бесконечным.

Теорема 2 (достаточный признак возрастания). Если во всех точках некоторого промежутка [image: image1976.png]


, то функция [image: image1977.png]


 возрастает в этом промежутке.

Теорема 3 (достаточный признак убывания). Если во всех точках некоторого промежутка [image: image1978.png]


, то [image: image1979.png]


 убывает на этом промежутке.

Замечание. Условия теорем 2 и 3 не являются в полной мере необходимыми. Их можно несколько ослабить, а именно считать, что [image: image1980.png]


 или [image: image1981.png]


, так как заключения теорем остаются справедливыми и тогда, когда производная обращается в нуль в конечном множестве точек.

Пример 1. Найти промежутки возрастания и убывания функции 
[image: image1982.png]Fx)=7+6x"+9x




Решение. Находим производную функции:

[image: image1983.png]F(x)=32 +12x+9=
=3(x* +4x+3)=3(x+3)(x+1)




(Для разложения квадратного двухчлена на множители решали квадратное уравнение).

Для отыскания промежутков возрастания и убывания функции найдём точки, в которых [image: image1984.png]


. Такими точками являются [image: image1985.png]


 и [image: image1986.png]


.

Исследуем знаки производной в промежутках, ограниченных этими точками. От [image: image1987.png]


до точки [image: image1988.png]


 знак положителен, от точки [image: image1989.png]


 до точки [image: image1990.png]


 знак отрицателен, от точки [image: image1991.png]


 до [image: image1992.png]


 знак положителен. Таким образом, промежутки возрастания данной функции - [image: image1993.png]]-oo, =3



 и [image: image1994.png]


, а промежуток убывания функции - [image: image1995.png]


.

Пример 2. Найти промежутки возрастания и убывания функции 
[image: image1996.png]241
(="



.

Решение. Находим производную функции:

[image: image1997.png](r :2x(x—1)—(x’+1):
7'(x) oy
_2 =221 2 -2x-1

(x-1 (x-17





Решая уравнение [image: image1998.png]2x-1=0



, получаем точки, в которых производная функции равна нулю: [image: image1999.png]


.

Исследуем знаки производной. От [image: image2000.png]


 до точки [image: image2001.png]


 знак положителен, от точки [image: image2002.png]


 до точки [image: image2003.png]


 знак отрицателен, от точки [image: image2004.png]


 до [image: image2005.png]


 знак положителен. Таким образом, промежутки возрастания данной функции [image: image2006.png]J-e0, 1-4/2[



 и [image: image2007.png]T+42; +oo]



, а промежуток убывания - [image: image2008.png]-2 14420




Пример 3. Найти промежутки возрастания и убывания функции 
[image: image2009.png]Fx)=2x"-Inx



.

Решение. Область определения функции – промежуток [image: image2010.png]


, так как логарифмическая функция определена при [image: image2011.png]


.

Далее находим производную функции: [image: image2012.png]7 (z)=4x——



.

Решая уравнение [image: image2013.png]


, получаем точку, в которой производная равна нулю: [image: image2014.png]x=1/2




Исследуем знаки производной. От 0 до точки [image: image2015.png]x=1/2



 знак отрицателен, от точки [image: image2016.png]x=1/2



 до [image: image2017.png]


 знак положителен. Таким образом, промежуток убывания функции - [image: image2018.png]10, 1/2]



, а промежуток возрастания - [image: image2019.png]17 2; +oof



.

Выпуклость, вогнутость графика функции, точки перегиба

Исследование функции на выпуклость и вогнутость может быть как самостоятельной задачей, так и одним из этапов полного исследования функции и построения её графика. Выпуклость и вогнутость функции имеет место только на определённом интервале, с чем и связаны нижеприведённые определения.

График дифференцируемой функции называется выпуклым в интервале ]a, b[, если в этом интервале он расположен ниже любой своей касательной (рис. 1).

[image: image2020.jpg]



График дифференцируемой функции называется вогнутым в этом интервале он расположен выше любой своей касательной (рис. 2).

[image: image2021.jpg]Pue.2

)

¥




Теорема (достаточный признак вогнутости или выпуклости графика). Если для функции f(x) во всех точках интервала ]a, b[ [image: image2022.png]


, то кривая y = f(x) вогнута в этом интервале; если же [image: image2023.png]


 во всех точках интервала ]a, b[, то кривая выпукла в этом интервале.

Точка графика непрерывной функции, в которой изменяется выпуклость на вогнутость или наоборот, называется точкой перегиба.

Из определения следует, что с одной стороны от точки перегиба кривая расположена под касательной, с другой стороны – над ней, или наоборот. Поэтому точку перегиба на графике принято показывать отрезком касательной, которая в этой точке пересекает кривую (рис. 3).

[image: image2024.jpg]Al
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Теорема (достаточный признак существования точки перегиба). Если в точке [image: image2025.png]


 функция f(x) имеет первую производную [image: image2026.png]Fa¢S)



, а вторая производная [image: image2027.png]


 в этой точке равна нулю или не существует, и кроме того, при переходе через [image: image2028.png]


 меняет знак, то [image: image2029.png](70 (%))



 является точкой перегиба графика функции y = f(x).

Таким образом, чтобы исследовать характер выпуклости кривой y = f(x), нужно найти те точки, в которых [image: image2030.png]Fx)=0



 или [image: image2031.png]


 не существует, а затем, используя достаточный признак, исследовать знаки второй производной слева и справа от каждой возможной точки перегиба (подобно тому, как определялись точки экстремума по первой производной).

Пример 1. Найти точки перегиба и установить характер выпуклости графика функции [image: image2032.png]y=2x"+lnx



.

Решение. Функция определена при [image: image2033.png]


. Её производные [image: image2034.png]y—dxel



 и [image: image2035.png]


. Найдём возможные точки перегиба. Полагая [image: image2036.png]


, получим [image: image2037.png]


, т. е. [image: image2038.png]x=*1/2



, полагая [image: image2039.png]


, получим [image: image2040.png]


.

Однако точки [image: image2041.png]x=-1/2



 и [image: image2042.png]


 не входят в область определения заданной функции, поэтому она может иметь только одну точку перегиба при [image: image2043.png]x=1/2



. Исследуем знаки второй производной в окрестности точки [image: image2044.png]x=1/2



. Взяв в интервале [image: image2045.png]10, 1/2]



 точку [image: image2046.png]x=1/4



, получим [image: image2047.png]F"(1/4) <0



, а взяв в интервале [image: image2048.png]T17 2, +oof



 точку [image: image2049.png]


, имеем [image: image2050.png]F=0



. Следовательно, слева от [image: image2051.png]x=1/2



 кривая выпукла, а справа - вогнута, поэтому при [image: image2052.png]x=1/2



 график функции имеет точку перегиба [image: image2053.png](112, -0,2)



.

[image: image2054.jpg]



рис. 4
Пример 2. Найти точки перегиба, характер выпуклости и вогнутости и построить график функции [image: image2055.png]


.

Решение. Функция определена при [image: image2056.png]xe]-oo, +oo]



. Её производные [image: image2057.png]/‘(x)w(zﬂ?)



 и [image: image2058.png]/”(x)—l/(gxi/?)



. Здесь [image: image2059.png]


, а [image: image2060.png]


 при [image: image2061.png]


, причём [image: image2062.png]


 при [image: image2063.png]


 и [image: image2064.png]


 при [image: image2065.png]


. Следовательно, слева от [image: image2066.png]


 кривая вогнута, а справа - выпукла, т.е. [image: image2067.png]o(0, 0)



 - точка перегиба графика.

[image: image2068.jpg]



рис. 5
Пример 3. Исследовать на выпуклость, вогнутость и точки перегиба функцию [image: image2069.png]


.

Решение. Находим вторую производную: [image: image2070.png]


. Из уравнения [image: image2071.png]


 получаем одну критическую точку: [image: image2072.png]o(0, 0)



. Исследовав знак [image: image2073.png]


 в окрестности точки [image: image2074.png]


получаем: слева от точки [image: image2075.png]


 [image: image2076.png]


 (выпуклость), а справа - [image: image2077.png]


 (вогнутость), т. е. точка [image: image2078.png]o(0, 0)



 является точкой перегиба рассматриваемой функции.

[image: image2079.jpg]



рис. 6
Исследование функций и построение графиков

Опорными точками при исследовании функций и построения их графиков служат характерные точки – точки разрыва, экстремума, перегиба, пересечения с осями координат. С помощью дифференциального исчисления можно установить характерные особенности изменения функций: возрастание и убывание, максимумы и минимумы, направление выпуклости и вогнутости графика, наличие асимптот.

Эскиз графика функции можно (и нужно) набрасывать уже после нахождения асимптот и точек экстремума, а сводную таблицу исследования функции удобно заполнять по ходу исследования.

Обычно используют следующую схему исследования функции.
1. Находят область определения, интервалы непрерывности и точки разрыва функции.

2. Исследуют функцию на чётность или нечётность (осевая или центральная симметрия графика).
3. Находят асимптоты (вертикальные, горизонтальные или наклонные).
4. Находят и исследуют промежутки возрастания и убывания функции, точки её экстремума.
5. Находят интервалы выпуклости и вогнутости кривой, точки её перегиба.
6. Находят точки пересечения кривой с осями координат, если они существуют.
7. Составляют сводную таблицу исследования.
8. Строят график, учитывая исследование функции, проведённое по вышеописанным пунктам.
Пример. Исследовать функцию [image: image2080.png]


 и построить её график.

Решение.

1. Область определения функции – вся числовая прямая. Множеством значений данной функции, как и всякой показательной функции, служит интервал ]0, +∞[. Поэтому график функции расположен выше оси Ox,

2. Напомним: из школьного курса известно, что функция y = f(x) называется чётной, если [image: image2081.png]


 для всех x, принадлежащих области определения функции.

График чётной функции симметричен относительно оси Oy, так как, по определению, вместе с любой своей точкой (x; y) он содержит и точку (-x; y).

Функция y = f(x) называется нечётной, если [image: image2082.png]


 для всех x, принадлежащих области определения функции.

График нечётной функции симметричен относительно начала координат, так как, по определению, вместе с любой своей точкой (x; y) он содержит и точку (-x; -y).

Наша исследуемая функция чётная, так как

[image: image2083.png]o s,




её график симметричен относительно оси Oy. Поэтому исследование можно выполнять только для ]0, +∞[.

3. Вертикальных асимптот у графика нет, поскольку функция непрерывна на всей числовой прямой. Горизонтальной асимптотой является ось Ox, так как

[image: image2084.png]1
lip 7 @)= lim o =l




Поскольку кривая имеет двустороннюю горизонтальную асимптоту y = 0, у неё не может быть наклонных асиптот.

4. Находим [image: image2085.png]



Из уравнения [image: image2086.png]


 имеем [image: image2087.png]0™ 0)





Так как [image: image2088.png]


 при переходе через значение x = 0 меняет знак с плюса на минус, то функция в точке x = 0 переходит от возрастания к убыванию, а (0; 1) – точка максимума. Касательная к кривой в этой точке горизонтальна, поскольку [image: image2089.png]"0y = 0.





5. Находим [image: image2090.png](-
1)e"
2




Из уравнения [image: image2091.png]


 получаем [image: image2092.png]


 т.е. [image: image2093.png]=71




Учитывая чётность функции, исследуем знаки [image: image2094.png]


 в окрестности только точки

[image: image2095.png]2y <0 7(2)=0




Следовательно, при x = 1 кривая меняет выпуклость на вогнутость. Так как [image: image2096.png]Fh=e



 то [image: image2097.png](L 1) -



 точка перегиба кривой. Угловой коэффициент касательной в кривой в этой точке [image: image2098.png]


 поэтому в точке перегиба касательная образует с осью Ox тупой угол.

6. График не пересекает оси Ox, поскольку он расположен выше неё. Найдём точки пересечения кривой с осью Oy: полагая x = 0, имеем [image: image2099.png]



Тем самым получим точку (0; 1) графика, которая совпадает с точкой максимума.

7. Составим сводную таблицу исследования функции, куда внесём все характерные точки и интервалы между ними. Учитывая чётность функции, получаем следующую таблицу:

	[image: image2100.png]



	[image: image2101.png]



	[image: image2102.png]



	[image: image2103.png]



	Особенности графика

	[-1, 0[
	+
	-
	Возрастает
	Выпуклый

	0
	0
	-
	1
	(0; 1) – точка максимума

	]0, 1[
	-
	-
	Убывает
	Выпуклый

	1
	-
	0
	[image: image2104.png]



	[image: image2105.png](L 1/Je)



 - точка перегиба, образует с осьюOx тупой угол

	]1, +∞[
	-
	+
	Убывает
	Вогнутый

	+∞
	-
	+
	
	y = 0 – горизонтальная асимптота


8. Используя результаты исследования, строим график функции (рис. 7).

[image: image2106.jpg]



рис. 7
Функции нескольких переменных

При изучении многих закономерностей в естествознании и экономике приходится встречаться с функциями от двух (и более) независимых переменных.

Пример 1. Площадь S прямоугольника со сторонами x и y выражается формулой S =xy. Каждой паре значений x и y соответствует определённое значение площади S. Площадь есть функция двух переменных: S = f(x, y).

Основные определения, относящиеся к функциям нескольких переменных, являются обобщением соответствующих определений для функции одной переменной.

Остановимся на функции двух переменных.

Если каждой упорядоченной паре чисел x, y из множества D ставится в соответствие одно и только одно определённое число z из множества E, то z называетсяфункцией двух независимых друг от друга переменных x и y и обозначается z=f(x,y).

Множество D называется областью определения функции z, а множество E –множеством её значений. Переменные x и y по отношению к функции z называются её аргументами. Переменная z называется зависимой переменной.

Частным значениям аргументов [image: image2107.png](x;m)eD



 

Соответствует частное значение функции

[image: image2108.png]20 = (%3 |y, = S (7. 70),
s




Пример 2. Объём V прямоугольного параллелепипеда с рёбрами x, y и z выражается формулой V = xyz. Каждой тройке значений x, y, z соответствует определённое значение объёма V. Объём есть функция трёх переменных: V = f(x, y, z).

Пример 3. Рассмотрим производственную функцию (двухфакторную модель экономического роста) [image: image2109.png]


 где [image: image2110.png]


 - национальный доход за год t; a – показатель приведения к единому масштабу продукции, затрат фондов и труда, оценивающий влияние на рост национального дохода неучтённых в модели факторов; [image: image2111.png]


 - объём проиводственных фондов; [image: image2112.png]


 - затраты живого труда в сфере материального производства; [image: image2113.png]a, 8



 - показатели эластичности роста национального дохода в зависимости от роста производственных фондов и живого труда. Функция [image: image2114.png]


 является функцией двух переменных: [image: image2115.png]N, = f(F.T).




Пример 4. Область определения функции S =xy, выражающей зависимость площади многоугольника от длин его сторон, может быть записана двумя неравенствами [image: image2116.png]


 и [image: image2117.png]


 которые определяют I квадрант на плоскости xOy. Частное значение этой функции при x = 3, y = 5 составляет [image: image2118.png]8= (3.5

5=15





Способы задания функции двух переменных, как и в случае одной переменной, могут быть различными. Чаще всего используется аналитический способ, когда функция задаётся с помощью формулы. Областью определения функции в этом случае считается множество всех точек плоскости, для которых эта формула имеет смысл.

В общем случае область определения функции двух переменных геометрически может быть представлена некоторым множеством точек (x; y) плоскости xOy.

Подобно тому, как функция y = f(x) геометрически изображается графиком, можно геометрически истолковать и уравнение z = f(x, y).

Ставя в соответствие каждой точке [image: image2119.png](nyeD



 аппликату z = f(x, y), мы получим некоторое множество точек (x; y; z) трёхмерного пространства – чаще всего некоторую поверхности. Поэтому равенство z = f(x, y) называют уравнением поверхности.

Пример 5. Пусть задана функция [image: image2120.png]



[image: image2121.jpg]



рис. 8
Её область определения найдём из равенства [image: image2122.png]


 т.е. [image: image2123.png]



Это круг с центром в начале координат и радиусом r. 
Графиком функции [image: image2124.png]


 является верхняя половина сферы [image: image2125.png]P4yt =



 Разрешив уравнение сферы относительно z, получим две однозначные функции z:

[image: image2126.png]


 и [image: image2127.png]


 (рис. 8).[image: image2128.png]



Из аналитической геометрии известно, что множество всех упорядоченных троек чисел (x; y; z) образует координатное пространство. При этом каждой тройке (x; y; z) в пространстве соответствует точка М(x; y; z) и наоборот.

Аналогично можно дать определение функции четырёх переменных u=f(x; y; z; t). В этом случае множество упорядоченных четвёрок чисел (x; y; z; t) образуют так называемое четырёхмерное пространство, а каждая четвёрка (x; y; z; t) называется точкой этого пространства. Однако область определения функции четырёх переменных уже не имеет наглядного геометрического истолкования.

Аналогично можно ввести понятия функции пяти и вообще n переменных [image: image2129.png]


.

Экстремумы функции двух переменных

Алгоритм нахождения экстремумов функции двух переменных.

Дана функция двух переменных [image: image2130.png]z=z(x y)



.

Шаг 1. Находим частные производные [image: image2131.png]


 и [image: image2132.png]P



.

Шаг 2. Составляем систему уравнений из равенств этих производных нулю (их равенство нулю и есть необходимый признак существования экстремума):

[image: image2133.png]W
AlE 8|&

SIE wlt




Решения этой системы уравнений [image: image2134.png](% o)



 являются точками возможного экстремума - критическими точками.

Шаг 3. Пусть [image: image2135.png]My(x »)



 является критической точкой, найденной на шаге 2. Чтобы убедиться, что в ней существует экстремум функции двух переменных, находим частные производные второго порядка

[image: image2136.png]¥z Fz &z
B mdy




как частные производные от частных производных первого порядка, найденных на шаге 1.

Шаг 4. Присваиваем частным производным второго порядка, найденным на шаге 3, буквенные обозначения:

[image: image2137.png]



Находим определитель [image: image2138.png]|4 B3|
2 c



 и проверяем достаточный признак существования экстремума.

Если [image: image2139.png]Al



, то экстремума в найденной критической точке нет,

если [image: image2140.png]Al



, то экстремум в найденной критической точке есть,

если [image: image2141.png]


, то требуются дополнительные исследования.

Если экстремум в найденной точке есть и если [image: image2142.png]A>0



, то в этой точке существует минимум функции двух переменных, если [image: image2143.png]A<D



, то максимум.

Шаг 5. Подставляем значения критической точки, в которой найден экстремум, в исходную функцию двух переменных [image: image2144.png]z=z(x y)



 и получаем значение экстремума функции двух переменных (минимума или максимума).

Примеры начнём с более сложного, в котором составленная система уравнений имеет несколько решений, а, значит, найдено несколько критических точек.

Пример 1. Найти экстремумы функции двух переменных [image: image2145.png]z=72 +3n" -15x-12y



.

Решение. Следуем изложенному выше алгоритму.

Шаг 1. Находим частные производные:
[image: image2146.png]Z _3piniors
.




[image: image2147.png]v

6xy-12



.

Шаг 2. Составляем систему уравнений из равенств этих производных нулю:

[image: image2148.png]328 +3y'-15=0
6ry-12=0




Делим первое уравнение системы на 3, а второе на 6 и получаем

[image: image2149.png]{

24yt =520





Из второго уравнения выражаем [image: image2150.png]e



, подставляем в первое уравнение и получаем

[image: image2151.png]



Умножаем это уравнение на [image: image2152.png]


 и получаем [image: image2153.png]


.

Производим замену переменной: [image: image2154.png]


 и получаем

[image: image2155.png]


.

Решаем полученное квадратное уравнение: [image: image2156.png]


.

Так как [image: image2157.png]


 и [image: image2158.png]e



, то 
[image: image2159.png]n=k »=2 =2M(L 2)
m=-1 y==2 S M,(-1, -2)
%m=2 m=12M(2 1)
x=-2 yo=—1 =M, (-2 -1)




Таким образом, получили четыре критических точки - точки возможного экстремума.

Шаг 3. Находим частные производные второго порядка

[image: image2160.png]



Шаг 4. Находим определитель [image: image2161.png]|4 B3|
2 c



:

[image: image2162.png]


, т. е. экстремума в найденной критической точке нет,

[image: image2163.png]


, т. е. экстремума в найденной критической точке нет, [image: image2164.png]M, (2 l)iA:‘ ‘:108>0

6 12|



 и [image: image2165.png]A=12>0



, т. е. в найденной критической точке есть минимум функции двух переменных,

[image: image2166.png]M (-2 -)=

108>0




 и [image: image2167.png]A=-12<0



, т. е. в найденной критической точке есть максимум функции двух переменных.

Шаг 5. Подставляем значения критической точки, в которой найден экстремум, в исходную функцию двух переменных и получаем значения экстремума функции двух переменных:

[image: image2168.png]


,

[image: image2169.png]M(-2 )=z =
= (-2 +3e(-2)e(-1)*~
—15e(-2)-12e(-1) =28




Пример 2. Найти экстремумы функции двух переменных [image: image2170.png]ety +yt—3x-6y



.

Шаг 1. Находим частные производные:
[image: image2171.png]Z priy-3




[image: image2172.png]=x+2y-6



.

Шаг 2. Составляем систему уравнений из равенств этих производных нулю:

[image: image2173.png]2x+y-3=0
x+2y-6





Решаем систему уравнений:

[image: image2174.png]x=6-2y
2(6-2y)+y-3=0
12-4y+y-3=0
3y=9

»=3

x=6-203

x=0




Таким образом, получили критическую точку [image: image2175.png]M,(0; 3)



 - точку возможного экстремума.

Шаг 3. Находим частные производные второго порядка

[image: image2176.png]



Шаг 4. Находим определитель [image: image2177.png]‘A B“2 1

=350
B ¢l 1 2



, т. е. в найденной критической точке есть экстремум, причём так как [image: image2178.png]A>0



, то это минимум.

Шаг 5. Подставляем значения критической точки, в которой найден экстремум, в исходную функцию двух переменных и получаем значение экстремума функции двух переменных: [image: image2179.png]


.

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Текст самостоятельной работы:
1. Найдите интервалы монотонности следующих функций:

а) 
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2. Исследуйте на экстремум следующие функции: 
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3. Исследуйте на экстремум с помощью второй производной следующие функции:

а) 
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4. Найдите наибольшее значение М и наименьшее значение m следующих функций на указанных отрезках:
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5. Исследуйте на вогнутость, выпуклость и точки перегиба функции:

а) 
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6. Исследуйте функции и постройте их графики:
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Ответьте письменно на следующие вопросы
1. Какие величины называются постоянными и переменными? Приведите примеры абсолютно-постоянных величин. 

2.Что называется интервалом и отрезком? Какие виды промежутков вы ещё знаете?

3.Дайте определение функции и приведите примеры функциональной зависимости. 

4.Как определить частное значении функции? Проверьте, правильно ли найденной области определения 
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6.Какие существуют способы задания функций? Перечислите преимущества и недостатки каждого.

7.Дайте определение возрастающей и убывающей функции. Приведите примеры

8.Какая функция называется сложной? Приведите примеры.

9. Перечислите виды основных элементарных функций, запишите их математические выражения, изобразите их графически.

10.Дайте определение предела переменной величины. Перечислите свойства пределов.

11. Как прочитать запись 
[image: image2209.wmf]b
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? Дайте определение предела функции в точке.

12.Что называется приращением независимой переменной и приращением функции? Найдите приращение аргумента x и приращение функции y=x3 при изменении аргумента от 1 до 2.

13. Дайте определение непрерывной функции. Какими свойствами на отрезке она обладает? Определите интервалы непрерывности функции 
[image: image2210.wmf]2
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14. Дайте определение предела функции на бесконечности. Объясните основной метод раскрытия неопределенности 
[image: image2211.wmf]¥
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 на примере вычисления предела 
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15.Сформулируйте и запишите первый и второй замечательные пределы

16. Как найти мгновенную скорость прямолинейного неравномерного движения?

17. Как вычислить угловой коэффициент касательной к кривой в данной точке?

18. Что характеризует скорость изменения функции относительно изменения аргумента? Дайте определение производной.

19. Какая функция называется дифференцируемой в точке и на отрезке? Сформулируйте зависимость между непрерывностью и дифференцируемостью функции.

20. Из каких операций складывается общее правило нахождения производной данной функции? Как вычислить частное значение производной?

21. Можно ли вычислить производную любой функции, пользуясь определением производной

22. Выпишите в таблицу основные правила и формулы дифференцирования функций.

23. Повторите определение сложной функции. Как найти ее производную?

24. Каков геометрический смысл производной? Как геометрически определить значение производной в точке?

25. В чем заключается механический смысл производной?

26. Что называется производной второго порядка и каков ее механический смысл.

27. Что называется дифференциалом функции, чему он равен, как обозначается и каков его геометрический смысл?

28. Чем можно оправдать, что при малых значениях 
[image: image2213.wmf]x
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приращение функций приближённо равно её дифференциалу? Что выражает геометрическая формула 
[image: image2214.wmf]dy

y

»

D

?

29. Найдите с помощью дифференциала приближенное значение 
[image: image2215.wmf]/
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30.Повторите определения возрастающей и убывающей функции. Каковы знаки превращения аргумента и функции в интервалах возрастания и убывания? В чем заключается признак возрастания и убывания функции?

31. В чем заключаются необходимый признаки существования экстремума? Перечислите порядок операций для отыскания максимума и минимума функций с помощью первой производной.

32.Как отыскивают экстремумы функций с помощью второй производной? Почему в точке максимума вторая производная отрицательна, а в точке минимума – положительна?

33.В чем различие между нахождением максимума и минимума функции и нахождением ее наибольшего и наименьшего значений?

34. Как ищется наибольшее и наименьшее значений функции на данном отрезке? Найдите эти значения для функции 
[image: image2216.wmf]1

3

2

3

+

-

=

x

x

y

 на отрезке [-1,4].

35. Как определяются  геометрически и по знаку второй производной выпуклость и вогнутость кривой?

36. Что называется точкой перегиба и каковы необходимый и достаточный признаки ее существования? Сформируйте правило нахождения точки перегиба. 

37. Какой схемой рекомендуется пользоваться при построения графика функции?

Критерии оценки

«5» – ответы на все вопросы верные;

«4» - ответы на все вопросы, с небольшими недочетами;

«3» – верные ответы только на половину вопросов;

«2» – почти ни на один вопрос не дано правильного ответа.

Тема: Метод замены переменных. Интегрирование по частям. Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции

Цель: 

- формировать умения и навыки вычисления неопределенных интегралов различными методами, интегрирования рациональных и иррациональных функций, вычисления интегралов с помощью универсальной подстановки;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 153-156.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 76-78.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.278-306.

http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_9_7.php
http://www.webmath.ru/poleznoe/formules_9_8.php
http://www.webmath.ru/primeri_reshenii/integral.php?part=7&example=1
Общие теоретические положения

Интегрирование заменой переменной

Суть данного метода заключается в том, что в рассмотрение вводится новая переменная интегрирования или, что тоже самое, делается подстановка. После этого заданный в условии интеграл сводится либо к табличному интегралу, либо к нему сводящемуся.

Если в неопределенном интеграле [image: image2217.png]/ J(@)da



 сделать подстановку [image: image2218.png]


, где функция [image: image2219.png]


 - функция с непрерывной первой производной, то тогда [image: image2220.png]


 и согласно свойству 6 неопределенного интеграла имеем, что:

[image: image2221.png]//(a(t))a'u)m




Эта формула называется формулой замены переменной в неопределенном интеграле.

Замечание. После нахождения интеграла по новой переменной [image: image2222.png]


 необходимо вернуться к первоначальной переменной [image: image2223.png]


.

Замечание. В некоторых случаях целесообразно делать подстановку [image: image2224.png]


, тогда [image: image2225.png][ 1g@ng'@




Примеры решения интегралов данным методом

Пример. Найти интеграл [image: image2226.png]



Решение. Сделаем замену переменной: [image: image2227.png]


, далее приведем интеграл к табличному виду и решим его. В конце решения делаем обратную замену.

[image: image2228.png]



[image: image2229.png]



Ответ. [image: image2230.png]



Пример. Найти интеграл [image: image2231.png]



Решение. Упростим подынтегральную функцию, а потом сделаем замену переменной: [image: image2232.png]



[image: image2233.png]



[image: image2234.png]



[image: image2235.png]



Ответ. [image: image2236.png]



Следствия из метода интегрирования заменой переменной

Используя метод подстановки, можно получить следующие соотношения для некоторых интегралов, которые рационально использовать уже в конечном виде, а не каждый раз производить вычисления:

[image: image2237.png]dx
Tta

dt
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то есть

[image: image2238.png]Infz +a|+C




Аналогично можно показать, что

[image: image2239.png]



[image: image2240.png]/(m(kar + b)da = %

n(ka +b) + C




[image: image2241.png]n(kz +b)dz — 7%%(1”,- +b)+C





Подобные соотношения можно было вывести и с использованием метода внесения под дифференциал.

Метод интегрирования по частям

Рассмотрим функции [image: image2242.png]


 и [image: image2243.png]


, которые имеют непрерывные производные. Согласно свойствам дифференциалов, имеет место следующее равенство:

[image: image2244.png]d(uv) = udv + vdu




Проинтегрировав левую и правую части последнего равенства, получим:

[image: image2245.png]/d(uv):/(udv+vdu):> uv:/udv+/vdu




Полученное равенство перепишем в виде:

[image: image2246.png]



Эта формула называется формулой интегрирования по частям. С ее помощью интеграл [image: image2247.png][ udv



 можно свести к нахождению интеграла [image: image2248.png][ v



, который может быть более простым.

Замечание. В некоторых случаях формулу интегрирования частями нужно применять неоднократно.

Формулу интегрирования по частям целесообразно применять к интегралам следующего вида:

1) [image: image2249.png]/ Pu(a)e™ da



  ;   [image: image2250.png]/P,,(ar) sin(ke)da



  ;   [image: image2251.png]/P,,(ar) cos(ka)da




Здесь [image: image2252.png]P, (x)



 - многочлен степени [image: image2253.png]


, [image: image2254.png]


 - некоторая константа. В данном случае в качестве функции [image: image2255.png]


 берется многочлен, а в качестве [image: image2256.png]dv



 - оставшиеся сомножители. Для интегралов такого типа формула интегрирования по частям применяется [image: image2257.png]


 раз.

Примеры решения интегралов данным методом

Пример. Найти интеграл [image: image2258.png]/(ar + 1) e*da




Решение. В исходном интеграле выделим функции [image: image2259.png]


 и [image: image2260.png]


, затем выполним интегрирование по частям.

[image: image2261.png]u 1 dv=e*dr
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[image: image2262.png]



[image: image2263.png]



Ответ. [image: image2264.png]/(ar T 1)ede = (’% .





Пример. Найти интеграл [image: image2265.png]



Решение. В исходном интеграле выделим функции [image: image2266.png]


 и [image: image2267.png]


, затем выполним интегрирование по частям. Для решения данного интеграла эту операцию надо повторить 2 раза.

[image: image2268.png]u=2 dv = cos wdx
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[image: image2269.png]inzde
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[image: image2270.png]e 2(1: (7(1»)1?7/(7(1har)d13) -




[image: image2271.png]sin + 2ucos





[image: image2272.png]inz + 2rcosr — 2sinxe +C'





Ответ. [image: image2273.png]©* — 1)sinz + 2z cosz + C




2) [image: image2274.png]/ Py (w)arcsinda




  ;   [image: image2275.png]/R.(ar)nmwmrd r




  ;   [image: image2276.png]/ Pu(x) lnada





Здесь принимают, что [image: image2277.png]


, а в качестве [image: image2278.png]


 оставшиеся сомножители.

Пример. Найти интеграл [image: image2279.png]



Решение. В исходном интеграле выделим функции [image: image2280.png]


 и [image: image2281.png]


, затем выполним интегрирование по частям.

[image: image2282.png]u=Inz
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[image: image2283.png]= zlnx — /d,
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Ответ. [image: image2284.png]rinz —1) +C




Пример. Найти интеграл [image: image2285.png]arcsing





Решение. В исходном интеграле выделим функции [image: image2286.png]


 и [image: image2287.png]


, затем выполним интегрирование по частям. Для решения данного интеграла эту операцию надо повторить 2 раза.

[image: image2288.png]arcsing dv = dx
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[image: image2289.png]1-
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[image: image2290.png]



[image: image2291.png]



Ответ. [image: image2292.png]resined:





3) [image: image2293.png]/p“ “sin(er + f)da



  ;   [image: image2294.png]/c’“ “eos(er + f)da




В данном случае в качество [image: image2295.png]


 берется либо экспонента, либо тригонометрическая функция. Единственным условием есть то, что при дальнейшем применении формулы интегрирования по частям в качестве функции [image: image2296.png]


 берется та же функция, то есть либо экспонента, либо тригонометрическая функция соответственно.

Пример. Найти интеграл [image: image2297.png]



Решение. В исходном интеграле выделим функции [image: image2298.png]


 и [image: image2299.png]


, затем выполним интегрирование по частям.

[image: image2300.png]nxdz

208 1dy v = —cosx





[image: image2301.png]



[image: image2302.png]du iy

1
- '](xﬂx+§/ 2041 cos wd
dv = cos wdx





[image: image2303.png]



[image: image2304.png]



Таким образом, получили равенство:

[image: image2305.png]



Перенося интеграл из правой части равенства в левую, имеем:

[image: image2306.png]



или

[image: image2307.png]



Далее домножая левую и правую части равенства на [image: image2308.png]


, окончательно имеем:

[image: image2309.png]



Ответ. [image: image2310.png]



Интегрирование выражений, содержащих тригонометрические функции

Задание 1. Найти неопределенный интеграл [image: image2311.png]/ dr
1+ sinz + cos





Решение. Для вычисления этого интеграла введем универсальную тригонометрическую замену:

[image: image2312.png]



[image: image2313.png]



тогда искомый интеграл примет вид

[image: image2314.png]



[image: image2315.png]7/ 2dt /QdL 7/ 2dt )
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[image: image2316.png]_ [dd+t)
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Делая обратную замену, окончательно получим 

[image: image2317.png]dx T
_/1+nill T oS a1+ ez|+ e




Ответ. [image: image2318.png]dx T
_/1+nill T oS a1+ ez|+ e




Задание 2. Найти неопределенный интеграл [image: image2319.png]sinz + Jcos
30082





Решение. Преобразуем подынтегральную функцию следующим образом:

[image: image2320.png]— (3 +sinw — 3
3+ sin

sinz +3cosx
Fsinz — 3008





[image: image2321.png]



Для нахождения первого интеграла будем использовать универсальную тригонометрическую замену
[image: image2322.png]



[image: image2323.png]



Тогда первый интеграл преобразуется следующим образом

[image: image2324.png]



[image: image2325.png]2dt
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[image: image2326.png]RS
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Разложим подынтегральную функцию полученного интеграла на элементарные дроби:

[image: image2327.png]



Приведем к общему знаменателю дроби в правой части равенства и приравниваем числители:

[image: image2328.png]



[image: image2329.png]



Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях, получим такую систему для нахождения [image: image2330.png]


 и [image: image2331.png]



[image: image2332.png]



Тогда подынтегральная функция имеет следующее разложение на простые дроби

[image: image2333.png]



а соответствующий интеграл равен

[image: image2334.png]



[image: image2335.png]N BT N
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Делаем обратную замену

[image: image2337.png]



Окончательно искомый интеграл равен

[image: image2338.png]—sinr +3cosx
F sinz — 3 cos





[image: image2339.png]EreemiRECRESIS LI





Ответ. [image: image2340.png]



Задание 3. Найти неопределенный интеграл [image: image2341.png]



Решение. Для решения данного интеграла сделаем упрощенную тригонометрическую замену, положив что

[image: image2342.png]



[image: image2343.png]


 выразим из равенства

[image: image2344.png]



[image: image2345.png]



[image: image2346.png]



[image: image2347.png]



то есть

[image: image2348.png]



Подставим все в искомый интеграл

[image: image2349.png]/ dt / dt _
3(L+82) +e2 3+ 3212





[image: image2350.png]dt 1
3 A2 4





Сделаем обратную замену

[image: image2351.png]



Ответ. [image: image2352.png]



Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.
3. Оформить отчет.
Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Сформулируйте основные свойства неопределенного интеграла.

2. Укажите, каковы отличия первообразного и неопределенного интеграла?

3. Пусть на некотором промежутке существует интеграл [image: image2353.png]NG| dx



. Можно ли утверждать, что существует интеграл [image: image2354.png][F(x)dx



?

4. В чем заключаются приемы интегрирования рациональных функций?

5. Как выполнить интегрирование алгебраических иррациональностей?

Текст самостоятельной работы

1-7. Найти неопределённые интегралы способом подстановки:

1. 
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8-11. Применяя формулу интегрирования по частям, найти интегралы:

8. 
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Приложения определенного интеграла в геометрии

Цель работы: 

- формировать умения и навыки вычисления определенных интегралов;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 164.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 81.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.306-331.

http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.htm
Общие теоретические положения

Геометрические приложения определенного интеграла
1. Вычисление площади плоской фигуры
1.1. Пусть функция [image: image2366.png]


 непрерывна и неотрицательна на отрезке [a, b]. Тогда площадь фигуры, ограниченной осью ОХ, отрезками прямых x = a, x = b и графиком функции [image: image2367.png]y=7fx)



, может быть вычислена по формуле [image: image2368.png]5= f FG)dx



 
1.2. Если [image: image2369.png]() > fi(x)



 на отрезке [a, b], [image: image2370.png]fiG), )



 - непрерывные функции, то площадь фигуры, ограниченной прямыми х = а, x = b, графиками функций [image: image2371.png]¥ =69, y= &)



 вычисляется по формуле [image: image2372.png]5=[(£6- iGN



.
[image: image2373.jpg]fix)




рис. 1
1.3. Если функция [image: image2374.png]


 на отрезке [a, b] принимает значения разных знаков, то площадь фигуры, заключенная между кривой [image: image2375.png]y=7fx)



 и осью [image: image2376.png][0):¢



, равна [image: image2377.png]b
s=[lre



.
[image: image2378.jpg]st

s





рис. 2
Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций [image: image2379.png]


 и [image: image2380.png]Y =2-x"



.

Решение. Вычислим координаты точек пересечения графиков этих функций. Для этого решим систему

[image: image2381.png]{

y=3,
y=2-5%





 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image034.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2382.png]




 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image036.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2383.png]



[image: image2384.png]S::‘[(z—xz—x)czx





 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image040.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2385.png]


=

[image: image2386.png]


 кв. ед. 

1.4. При вычислении площади криволинейной трапеции, в случае когда верхняя граница задана параметрическими уравнениями [image: image2387.png]{x = o)

y=wl)>0,



 
[image: image2388.wmf]b

a

£

£

t

 в формуле [image: image2389.png]5= j Flxds



надо сделать замену переменной, положив [image: image2390.png]x=@(t), dx =¢'t)dt



, тогда получим [image: image2391.png]£
5= el ela



, где 
[image: image2392.wmf]a

 и 
[image: image2393.wmf]b

 - значения параметра t, соответствующие значениям x=a и x=b, т. е. [image: image2394.png]pla)=a; p(f)=5



.

Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды [image: image2395.png]x=a(t-sint),
y=a(l-cost),



 [image: image2396.png]0<t=<2r7



 и осью [image: image2397.png][0):¢



.

Замечание. Циклоида - плоская кривая, которую описывает точка М окружности радиуса a, катящаяся без скольжения по прямой линии.

[image: image2398.png]27ma x

Puc. 13




рис. 3
Решение. Искомая площадь

[image: image2399.png]2% 27
5= [ a(l- cost)all - cost)it = a* [ (- 2cost + ﬁ)m -
3

?




[image: image2400.png]




 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image065.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2401.png]=2z +0+1x)=3m’



; [image: image2402.png]


.

Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными уравнениями [image: image2403.png]x=2(¢-sinf)
{y =2(1- cost)



, y = 2 [image: image2404.png]0<x<dmy=2)



.

Решение. Из условия задачи следует, что y>0 при любом t. Решим неравенство

[image: image2405.png]y=2(1-cost) »>2=>2-2cost 22 = cost =0



,[image: image2406.png]2dcs Dt <3 ri2m
2 2





 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image077.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2407.png]keZ



.

Но по условию [image: image2408.png]


. При k = 0


[image: image2409.wmf]2
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2
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£

£

t

 
[image: image2410.wmf]Þ

 [image: image2411.png]


, [image: image2412.png]T-2<x<37+2



.

При [image: image2413.png]k#0



 x не будет принадлежать интервалу [image: image2414.png]


. Фактически нужно вычислить площадь фигуры, заключенной между прямой y = 2 и частью циклоиды, расположенной выше этой прямой.

Искомая площадь

[image: image2415.png]In42
5= [(ft)-2ydx

w2





 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image091.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2416.png](2(1-cost) = 2)2(1— cost)dt =

.\.m_mu




 

[image: image2417.png]3,
%

= 4] (- cost)’ - 1+ cost)de =
z





 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image095.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2418.png]2,
2

1+ cos2t
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[image: image2419.png]



 

[image: image2420.png]


.

2. Вычисление площади криволинейного сектора. Пусть кривая AB задана в полярных координатах уравнением [image: image2421.png]p=p(@)



, [image: image2422.png]ase



, причем [image: image2423.png]


 - непрерывная и неотрицательная на отрезке [image: image2424.png]


 функция. Фигуру, ограниченную кривой AB и двумя полярными радиусами, составляющими с полярной осью углы [image: image2425.png]auf



, будем называть криволинейным сектором.

[image: image2426.png]



рис. 4
Площадь криволинейного сектора может быть вычислена по формуле

[image: image2427.png]12 ,
SZEIP (P)Mo



.

Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой [image: image2428.png]p=4sin2e



 (4-лепестковая роза).

[image: image2429.png]



рис. 5
Решение. Меняя непрерывно 
[image: image2430.wmf]j

 от 0 до [image: image2431.png]


, можно построить первый лепесток. Составим таблицу значений функций.
Таблица

	[image: image2432.png]



	0
	[image: image2433.png]



	[image: image2434.png]o H




	[image: image2435.png]E Y




	[image: image2436.png]W




	[image: image2437.png]



	[image: image2438.png](SN





	[image: image2439.png]



	0
	2
	[image: image2440.png]23




	4
	[image: image2441.png]23




	2
	0


Вычислим площадь одного лепестка по формуле

[image: image2442.png]cos4(p dp

2
6sin?2pdp = xj
H

=
owin




[image: image2443.png]- 4[4

sindg

)

z
=27



.

Следовательно, площадь всех лепестков

[image: image2444.png]


.

Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными уравнениями [image: image2445.png]


, [image: image2446.png]


.
[image: image2447.png]



рис. 6
Решение. При изменении [image: image2448.png]


 от 0 до [image: image2449.png]


 полярный радиус [image: image2450.png]F2



 опишет кривую, изображенную на рисунке, [image: image2451.png]


 при [image: image2452.png]


. Уравнение [image: image2453.png]


 есть уравнение окружности с центром в точке 0 радиуса 2. Найдем, при каких [image: image2454.png]


 линии пересекаются. Для этого решим систему

[image: image2455.png]0O asinp=2




;

[image: image2456.png]sinp- 1
?=3



; [image: image2457.png]ENE]



; [image: image2458.png]


.

И тогда искомая площадь

[image: image2459.png]A

((4sm¢ —2 )wff]ls[@ ]d(p:

H





[image: image2460.png]N\.—

(4 Beos2p Mg = (4@— 4sin 2





[image: image2461.png]


;

[image: image2462.png]4
gmzﬁ



.

3. Вычисление длины дуги плоской кривой
3.1 Если функция y = f(x) непрерывна вместе с её производной f'(x) на отрезке [a, b], то длина дуги AB, где A(a,f(a)), B(b, f(b)), выражается формулой

[image: image2463.png]I :} T+ 77 ()=



.

3.2. Если кривая задана параметрическими уравнениями [image: image2464.png]f

x=x(t)
y=y@



 [image: image2465.png]


, где x(t), y(t) - дифференцируемые функции, то длина дуги

[image: image2466.png]4
L=[Jaf +ylat



.

3.3. Если дуга задана в полярных координатах [image: image2467.png]p=p(@)



, [image: image2468.png]ase



, то длина дуги

[image: image2469.png]B
L=[Jp* @+ p* (p)dp



.

Пример. Вычислить длины дуг плоских кривых: а) [image: image2470.png]y=chx+3,0=x<2



;
б) [image: image2471.png]x=2sin%,
y=2cos’t,



 [image: image2472.png]n

"
ENEEY



; в) [image: image2473.png]p = 8sinp



, [image: image2474.png]A

"
Y



.

Решение. а) Воспользуемся формулой. Так как [image: image2475.png]



[image: image2476.png]1+y? =1+Sh*x =1+






 INCLUDEPICTURE "http://files.lib.sfu-kras.ru/ebibl/umkd/77/u_course/Math/Glava04/2/2.8.files/image207.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2477.png]


, то

[image: image2478.png]L= zjmm = shal] = sh2
H



.

б) Воспользуемся формулой. Так как [image: image2479.png]x'=-6codtsint,



 [image: image2480.png]sin’t cost,




 [image: image2481.png]36sint cos’t




, то[image: image2482.png]H 3
L= [6sint costdt =3sin’f[f =3
1



.

в) [image: image2483.png]L

J64sin® p+ 64 cos’ pdp = 8glF = 27



.

4. Вычисление объемов. Нахождение объемов некоторых тел можно свести к вычислению определенных интегралов.

4.1. Вычисление объема тела по известным площадям параллельных сечений. Если известны площади сечений тела плоскостями, перпендикулярными оси OX, т. е., зная х, мы можем вычислить площадь сечения S = S (x). Тогда объем тела [image: image2484.png]V:js(x)dx



 в предположении, что S(x) - интегрируемая функция.

4.2. Вычисление объема тела вращения:

а) если тело образовано вращением криволинейной трапеции, ограниченной кривой y = f(x), осью OX и двумя прямыми x = a и x = b (a < b) вокруг оси OX, то объем тела [image: image2485.png]Vor = ﬂf[fz (x)dx



;

б) а если тело образовано вращением фигуры, ограниченной кривой [image: image2486.png]


, прямыми y=c, y=d (c<d) и осью OY, вокруг оси OY, то его объем [image: image2487.png]d
v, = 2] ()dy



;

в) если тело образовано вращением вокруг оси OY фигуры, ограниченной линией y = f (x), прямыми x = a, x = b [image: image2488.png]


 и осью OX, то его объем можно вычислить по формуле [image: image2489.png]v, = zn}xf(x)dx



;

г) если вращается вокруг полярной оси криволинейный сектор, ограниченный дугой [image: image2490.png]


, двумя полярными радиусами [image: image2491.png]


 и [image: image2492.png]@



, то объем полученного тела может быть вычислен по формуле [image: image2493.png]2 2,
V=57 07sin g



.

Пример. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной графиками функций [image: image2494.png]y=2x-x*



 и [image: image2495.png]


 вокруг оси OX.

Решение. Найдем точки пересечения параболы [image: image2496.png]y=2x-x*



 и прямой [image: image2497.png]


. Решим систему:

[image: image2498.png]{y

2:-x"




 [image: image2499.png]2x-xt=2-x



 
[image: image2500.wmf]Þ

[image: image2501.png]


 
[image: image2502.wmf]Þ

 [image: image2503.png]



Получим две точки пересечения:

х1 = 1, у1 = 1; х2 = 2, у2 = 0.

Сделаем чертеж.

[image: image2504.png]



рис. 7
[image: image2505.png]7, = ﬂj((lexz)zf(fo)zjdx:




[image: image2506.png]:nj(u? e
{




 

[image: image2507.png]¥
:n[xz —x* +?74x+2x2]





[image: image2508.png]= 7[[871716+1+357178+4+ 872] 027



.

Пример. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями:

[image: image2509.png]


; z = 0; z = 3.

[image: image2510.jpg]



рис. 8
Решение. [image: image2511.png]


 - однополостной гиперболоид. При пересечении его плоскостями z = h в сечении получаем эллипсы [image: image2512.png]<

=n*+l



 с полуосями [image: image2513.png]


, [image: image2514.png]


. Как известно, площадь эллипса [image: image2515.png]


 [image: image2516.png]S(h) = z2[k? +1)



 [image: image2517.png]



[image: image2518.png]3 p 2
v =[St dh =2 6 +1)an :2/{?441} = 229 +3)= 241
5 s



 куб. ед.

5. Вычисление площади поверхности вращения
5.1. Поверхность, образованная вращением кривой [image: image2519.png]y=7fx)



, a < x < b вокруг оси OX, имеет площадь

[image: image2520.png]S, = Zﬂj'f(x) 1+ 72 (x)dx




.

5.2. Если кривая задана параметрическими уравнениями

[image: image2521.png]{X =),

=y,



 [image: image2522.png]


,

причем [image: image2523.png]y£) =0



, то

[image: image2524.png]5, =2 [y O + 57 ()t



.

5.3. Если дуга [image: image2525.png]


, [image: image2526.png]azg



, задана в полярной системе координат кривой, и вращается вокруг полярной оси, то площадь поверхности вращения можно вычислить по формуле

[image: image2527.png]5,,= Z”TP((IJ)Si"(IJ\ o)+ p (@)




.

Пример. Найти площадь поверхности шарового пояса, образованного вращением части окружности x2 + y2 = R2 [image: image2528.png][-R<a<x=b<R)



 вокруг оси OX.

[image: image2529.png]I x

Puc. 21




рис. 9
Решение. Из уравнения окружности имеем [image: image2530.png]


. Вращаем вокруг оси ОХ дугу верхней части.

Найдем [image: image2531.png]


 и [image: image2532.png]


 Тогда по соответствующей формуле площадь шарового пояса

[image: image2533.png]2
s=om[VR -5 J}%dx =2nR(b-a)= 2nRH,



 [image: image2534.png]



Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Что называется определенным интегралом от функции y= f(x) на отрезке [a, b]?

2. Запишите формулу Ньютона-Лейбница. Поясните, в чем ее смысл.

3. Чему равен интеграл от четной функции по отрезку [-a, а]?

5. Чему равен интеграл от нечетной функции по отрезку [-a, а]?

6. В чем заключается смысл интегрирования по частям?

7. Запишите формулу замены переменной. В чем заключается ее смысл?

8.Сформулируйте теорему об оценке определённого интеграла.

Текст самостоятельной работы

Вычислите площадь фигур, ограниченных заданными линиями:

1. 
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.

Тема: Решение простейших дифференциальных уравнений 1-го и 2-го порядка

Цель работы: 

- научиться различать дифференциальные уравнения первого порядка; 

- отработать навыки решения дифференциальных уравнений с разделяющими переменными;

- отработать навыки в решении линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 2-го порядка;

- формировать умения и  навыки самостоятельного умственного труда;

- прививать умения и навыки работы со справочным материалом;

- определить уровень остаточных знаний студентов по данной теме.

Перечень литературы: 

Григорьев В.П. Элементы высшей математики: учебник,-«Академия»,-2014 , с. 263.

Григорьев В.П. Сборник задач по высшей математике, Москва, «Академия», 2014, с. 126.

Лисичкин В.Т., Соловейчик И.Л. Математика в задачах с решениями: Учебное пособие. – СПб.: Издательство «Лань», 2012. – С.357-403.

http://www.studfiles.ru/preview/1801778/page:2/
Общие теоретические положения

Основные понятия об обыкновенных дифференциальных уравнениях.
Определение. Обыкновенным дифференциальным уравнением n– го порядка для функции y аргумента x называется соотношение вида

[image: image2539.png]F(X,%,Y,Y ny™)=0



 (1.1),

где F – заданная функция своих аргументов. В названии этого класса математических уравнений термин «дифференциальное» подчеркивает, что в них входят производные [image: image2540.png]


 (функции, образованные как результат дифференцирования); термин – «обыкновенное» говорит о том, что искомая функция зависит только от одного действительного аргумента.

Обыкновенное дифференциальное уравнение может не содержать в явном виде аргумент x, искомую функцию [image: image2541.png]y(X)



 и любые ее производные, но старшая производная [image: image2542.png]Y™ (x)



 обязана входить в уравнение n-го порядка. 
Например:
а) [image: image2543.png]y ry=e



 – уравнение первого порядка;

б) [image: image2544.png]]- 4 /
—Vy +yy—-x+7=0
x+1



 – уравнение третьего порядка.

При написании обыкновенных дифференциальных уравнений часто используются обозначения производных через дифференциалы:

в) [image: image2545.png]dy ., . dy
+(x"—-1)—=0
dx° ( )dx



 – уравнение второго порядка;

г) [image: image2546.png]x°dy —(x+1)ydx =0



 – уравнение первого порядка,

образующее после деления на dx эквивалентную форму задания уравнения: [image: image2547.png]X'y —(x+1)y=0



.

Функция [image: image2548.png]P(x)



 называется решением обыкновенного дифференциального уравнения, если при подстановке в него [image: image2549.png]y=0(x),y' =¢(x),...y" = 9" (x)



 оно обращается в тождество.

Например, уравнение 3-го порядка 
[image: image2550.png]y 42y "=y =3y+e*+2=0



 имеет решение [image: image2551.png]


.

Найти тем или иным приемом, например, подбором, одну функцию, удовлетворяющую уравнению, не означает решить его. Решить обыкновенное дифференциальное уравнение – значит найти все функции, образующие при подстановке в уравнение тождество. Для уравнения (1.1) семейство таких функций образуется с помощью произвольных постоянных и называется общим решением обыкновенного дифференциального уравнения n-го порядка, причем число констант совпадает с порядком уравнения: [image: image2552.png]y=y(xC,,C,,..,C ).



Общее решение может быть, и не разрешено явно относительно y(x): [image: image2553.png]d(x, y(x),C,,C,,...,C )=0.



В этом случае решение принято называть общим интегралом уравнения (1.1).

Например, общим решением дифференциального уравнения [image: image2554.png]


 является следующее выражение: [image: image2555.png]4 2

X X
y=y(x,C,,C,,C,) =£+Cl7+C2x+C3



, причем второе слагаемое может быть записано и как [image: image2556.png]


, так как произвольная постоянная [image: image2557.png]


, делённая на 2, может быть заменена новой произвольной постоянной [image: image2558.png]


.

Задавая некоторые допустимые значения всем произвольным постоянным в общем решении или в общем интеграле, получаем определенную функцию, уже не содержащую произвольных констант. Эта функция называется частным решением или частным интегралом уравнения (1.1). Для отыскания значений произвольных постоянных, а следовательно, и частного решения, используются различные дополнительные условия к уравнению (1.1). Например, могут быть заданы так называемые начальные условия при [image: image2559.png]X=x,:Y(%) =YY (x) = Yi3y "V (%) =y



 (1.2)

В правых частях начальных условий (1.2) заданы числовые значения функции и производных, причем, общее число начальных условий равно числу определяемых произвольных констант.

Задача отыскания частного решения уравнения (1.1) по начальным условиям называется задачей Коши.

Обыкновенные дифференциальные уравнения 1-го порядка – основные понятия.
Обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка (n=1) имеет вид: [image: image2560.png]F(x,y,y)=0



 или, если его удается разрешить относительно производной: [image: image2561.png]Y =f(xy)



. Общее решение y=y(x,С) или общий интеграл [image: image2562.png]D(x, y(x),C)=0



 уравнения 1-го порядка содержат одну произвольную постоянную. Единственное начальное условие для уравнения 1-го порядка [image: image2563.png]y(Xy) =Y,



 позволяет определить значение константы из общего решения или из общего интеграла. Таким образом, будет найдено частное решение или, что тоже, будет решена задача Коши. Вопрос о существовании и единственности решения задачи Коши является одним из центральных в общей теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Для уравнения 1-го порядка, в частности, справедлива теорема, принимаемая здесь без доказательства.

Теорема. Если в уравнении [image: image2564.png]Y =f(xy)



 функция [image: image2565.png]f(X,y)



 и ее частная производная [image: image2566.png]af (x, y)




 непрерывны в некоторой области D плоскости XOY, и в этой области задана точка [image: image2567.png](X5 Y0)



, то существует и притом единственное решение [image: image2568.png]P(x)



, удовлетворяющее как уравнению [image: image2569.png]Y =f(xy)



, так и начальному условию [image: image2570.png](ﬂ(Xo) = Yo



.

Геометрически общее решение уравнения 1-го порядка представляет собой семейство кривых на плоскости XOY, не имеющих общих точек и отличающихся друг от друга одним параметром – значением константы C. Эти кривые называются интегральными кривыми для данного уравнения. Интегральные кривые уравнения [image: image2571.png]Y =f(xy)



 обладают очевидным геометрическим свойством: в каждой точке [image: image2572.png](X5 Y0)



 тангенс угла наклона касательной к кривой равен значению правой части уравнения в этой точке: [image: image2573.png]tga = f(xy,Y,)



. Другими словами, уравнение [image: image2574.png]Y =f(xy)



 задается в плоскости XOY поле направлений касательных к интегральным кривым.
Замечание: Необходимо отметить, что к уравнению [image: image2575.png]Q|@

—f(x y)



 приводится уравнение [image: image2576.png]M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0



 и так называемое уравнение в симметрической форме [image: image2577.png]dx _ dy
X(x,y) Y(xy)




.

Дифференциальные уравнения 1-го порядка с разделяющимися переменными.
Определение. Дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными называется уравнение вида [image: image2578.png]y'=f(x)g(y)



 (3.1) 
или уравнение вида [image: image2579.png][1(x)g,(y)dy + ,(x)g,(y)dx =0



 (3.2)

Для того, чтобы в уравнении (3.1) разделить переменные, т.е. привести это уравнение к так называемому уравнению с разделенными переменными, произвести следующие действия:

[image: image2580.png]—=1()9(); ﬁ = f()dx;g(y) #0





 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_2b20c456.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2581.png]I

g(y)

_[ f(x)dx+C



;

Теперь надо решить уравнение g(y)= 0. Если оно имеет вещественное решение y=a, то y=a тоже будет решением уравнения (3.1).

Уравнение (3.2) приводится к уравнению с разделенными переменными делением на произведение [image: image2582.png]f,(x)g,(y) #0



:

[image: image2583.png]9.(y) o LX)
g,(y) f,(X)



, что позволяет получить общий интеграл уравнения (3.2): [image: image2584.png]91()/) JfZ(X)d _
gz(y) f,(X)



. (3.3)

Интегральные кривые (3.3) будут дополнены решениями [image: image2585.png]1(x)=0,g,(y)=0



, если такие решения существуют.

Пример. Решить уравнение: [image: image2586.png]x*(y+Ddx+ (x> -1D)(y-1dy =0



.

Решение. Разделяем переменные:

[image: image2587.png]X

-1

dx+—_1
y

J
+1

dy

0;





 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_mae1677f.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2588.png]x°—=1#0;y+1#0



.

Интегрируя, получаем [image: image2589.png]%ID‘XB —1‘+y—21n‘y+1‘ =C




Далее из уравнений [image: image2590.png]


 и [image: image2591.png]y+1=0



 находим x=1, y=-1. Эти решения – частные решения.

Однородные дифференциальные уравнения 1-го порядка.
Определение. Уравнение 1-го порядка [image: image2592.png]Y =f(xy)



 называется однородным, если для его правой части при любых [image: image2593.png]


 справедливо соотношение [image: image2594.png]f(ox,0y) = [(x,y)



, называемое условием однородности функции двух переменных нулевого измерения.

Пример. Показать, что функция [image: image2595.png]f(

X°+xy+y°

Yy —X



 - однородная нулевого измерения.

Решение. [image: image2596.png](@) + (@) )+ ()" |_ @ x +taxy+a’y” .
f D 2 f( 2 2 2.2 )
()" — (o) a'y —o'x




[image: image2597.png]X2
o’ :
(y2xy+
_Xﬂ
RS
X tXy+y
y2xy+
Yy
),





 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_6eecf0f3.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2598.png]


, что и требовалось доказать.

Теорема. Любая функция [image: image2599.png]F(x,y)=f($)
X



 - однородна и, наоборот, любая однородная функция [image: image2600.png]F(x,y)



 нулевого измерения приводится к виду [image: image2601.png]f(2)
X



.

Доказательство.
Первое утверждение теоремы очевидно, т.к. [image: image2602.png]FED = 1
X X



. Докажем второе утверждение. Положим [image: image2603.png]


, тогда для однородной функции [image: image2604.png]F(x,y)=F<w<,w)=F<1,§)= f({)



, что и требовалось доказать.

Определение. Уравнение [image: image2605.png]M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0



 (4.1)

в котором M и N – однородные функции одной и той же степени, т.е. обладают свойством [image: image2606.png]f(ax,ay)=a" [ (x,y)



 при всех [image: image2607.png]


, называется однородным.

Очевидно, что это уравнение всегда может быть приведено к виду [image: image2608.png]ay
ax

= ()

X



 (4.2) , хотя для его решения можно этого и не делать.

Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью замены искомой функции y по формуле y=zx, где z(x) – новая искомая функция. Выполнив эту подстановку в уравнении (4.2), получим: [image: image2609.png]z’x+z=0(z)



 или [image: image2610.png]


 или [image: image2611.png]P(z)—z

dz:ﬁ



.

Интегрируя, получаем общий интеграл уравнения относительно функции z(x) [image: image2612.png][ —mq+C
O(z)—-z



, который после повторной замены [image: image2613.png]


 дает общий интеграл исходного уравнения. Кроме того, если [image: image2614.png]


 - корни уравнения [image: image2615.png]P(z)—z=0



, то функции [image: image2616.png]y=zx,X#*0



 - решения однородного заданного уравнения. Если же [image: image2617.png]P(z) =z



, то уравнение (4.2) принимает вид [image: image2618.png]


 и становится уравнением с разделяющимися переменными. Его решениями являются полупрямые: [image: image2619.png]y=0Cx,x #0,
x=0,y#0.



.

Замечание. Иногда целесообразно вместо указанной выше подстановки использовать подстановку x=zy.
Дифференциальные уравнения, приводящиеся к однородным.
Рассмотрим уравнение вида [image: image2620.png]d_y_ ax+by+C,

ax ax+by+C )



. (5.1)

Если [image: image2621.png]


, то это уравнение с помощью подстановки [image: image2622.png]x=¢C+a,y=n+p



, где [image: image2623.png]


 и [image: image2624.png]


 - новые переменные, а [image: image2625.png]


 и [image: image2626.png]


 - некоторые постоянные числа, определяемые из системы [image: image2627.png]aa+bp+C =0
ax+bf+C =0,




Приводится к однородному уравнению [image: image2628.png]dn _ . ag+bp
df_f(a§+b77)




Если [image: image2629.png]


, то уравнение (5.1) принимает вид

[image: image2630.png]Q: f(k(ax+by)+C1

= f(ax+b
dx ax+by+C )= 1 y)



.

Полагая z=ax+by, приходим к уравнению, не содержащему независимой переменной.

Рассмотрим примеры.

Пример 1. 
Проинтегрировать уравнение [image: image2631.png](x* +2xy—y)dx+(y> +2xy—x°)dy =0




и выделить интегральную кривую, проходящую через точки: а) (2;2); б) (1;-1).

Решение.
Положим y=zx. Тогдаdy=xdz+zdx и 
[image: image2632.png](x* +22zx° — 2°x*)dx + (2°x* + 2x°z — x*)(xdz + zdx) = 0



.

Сократим на [image: image2633.png]


и соберем члены при dx и dz: [image: image2634.png](z°+z°+z+1D)dx+(z° +2z—-1)xdz =0



.

Разделим переменные: [image: image2635.png]dx 7 +2z-1

e R M
x (z2+D(z+1)





 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_d0d0abb.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2636.png]z+1#0



.

Интегрируя, получим [image: image2637.png][n|x|—In|z+1|+In(z° +1)=1In|C,



;

или [image: image2638.png]x(z+1)
zZ+1



,[image: image2639.png]C=1C,



.

Заменив здесь z на [image: image2640.png]


, получим общий интеграл заданного уравнения в виде (5.2) [image: image2641.png]


 или [image: image2642.png]X*+y =C(x+y)





 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_m76dad6d4.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2643.png](C#0,C #)



.

Это семейство окружностей [image: image2644.png]


, центры которых лежат на прямой y = x и которые в начале координат касаются прямой y + x = 0. Эта прямая y = -x в свою очередь частное решение уравнения.

Теперь режим задачи Коши:

А) полагая в общем интеграле x=2, y=2, находим С=2, поэтому искомым решением будет [image: image2645.png](x—l)2 +(y—1)2 =2



.

Б) ни одна из окружностей (5.2) не проходит через точку (1;-1). Зато полупрямая y = -x, [image: image2646.png]D< X< oo



 проходит через точку и дает искомое решение.

Пример 2. Решить уравнение: [image: image2647.png](x+y—-2)dx+(x—y+4)dy =0



.

Решение.
Уравнение является частным случаем уравнения (5.1).

Определитель [image: image2648.png]al bl
a b




 в данном примере [image: image2649.png]


, поэтому надо решить следующую систему [image: image2650.png]a+H/—-2=0
a—p+4=0




Решая, получим, что [image: image2651.png]


. Выполняя в заданном уравнении подстановку [image: image2652.png]x=¢-1L,y=n+3



, получаем однородное уравнение [image: image2653.png](c+mds+(c—mn)dn=0



. Интегрируя его при помощи подстановки [image: image2654.png]7



, находим [image: image2655.png]c +2ns—-n =C



.

Возвращаясь к старым переменным x и y по формулам [image: image2656.png]c=x+Ln=y-3



, имеем [image: image2657.png]x°+2xy—y°—4x+8y=C



.

Обобщенное однородное уравнение.
Уравнение M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 называется обобщенным однородным, если удается подобрать такое число k, что левая часть этого уравнения становится однородной функцией некоторой степени m относительно x, y, dx и dy при условии, что x считается величиной первого измерения, y – k-го измерения, dx и dy – соответственно нулевого и (k-1)-го измерений. Например, таким будет уравнение[image: image2658.png](%—yz)dx+dy=0
X



. (6.1)

Действительно при сделанном предположении относительно измерений x, y, dx и dy члены левой части [image: image2659.png]


 и dy будут иметь соответственно измерения -2, 2k и k-1. Приравнивая их, получаем условие, которому должно удовлетворять искомое число k: -2 = 2k = k-1. Это условие выполняется при k = -1 (при таком k все члены левой части рассматриваемого уравнения будут иметь измерение -2). Следовательно, уравнение (6.1) является обобщенным однородным.

Обобщенное однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными с помощью подстановки [image: image2660.png]


, где z – новая неизвестная функция. Проинтегрируем указанным методом уравнение (6.1). Так как k = -1, то [image: image2661.png]


, после чего получаем уравнение [image: image2662.png](z° +z-2)dx—xdz =0



.

Интегрируя его, находим [image: image2663.png]


, откуда [image: image2664.png]C+2x°

(C—Xx")x



. Это общее решение уравнения (6.1).

Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка.
Линейным уравнением 1-го порядка называется уравнение, линейное относительно искомой функции и ее производной. Оно имеет вид:

[image: image2665.png]d
d—z + P(x)y = Q(x)



, (7.1)

где P(x) и Q(x) – заданные непрерывные функции от x. Если функция [image: image2666.png]Q(x)=0



, то уравнение (7.1) имеет вид: [image: image2667.png]d
b ——+ P(x)y=0
dx



 (7.2)

и называется линейным однородным уравнением, в противном случае [image: image2668.png]Q(x)Z0



 оно называется линейным неоднородным уравнением.

Линейное однородное дифференциальное уравнение (7.2) является уравнением с разделяющимися переменными:

[image: image2669.png]C);

:In
YV _ _p(x)dx
y

In
P(x)dx+
y=-|





[image: image2670.png]y=~Ce

IP(x)dx



 (7.3)

Выражение (7.3) есть общее решение уравнения (7.2). Чтобы найти общее решение уравнения (7.1), в котором функция P(x) обозначает ту же функцию, что и в уравнении (7.2), применим прием, называемый методом вариации произвольной постоянной и состоящий в следующем: постараемся подобрать функцию С=С(x) так, чтобы общее решение линейного однородного уравнения (7.2) являлось бы решением неоднородного линейного уравнения (7.1). Тогда для производной функции (7.3) получим:

[image: image2671.png]d_y _ d—Ce—jP(x)dx

- CP —jP(x)dx
dx dx (x)e



.

Подставляя найденную производную в уравнение (7.1), будем иметь:

[image: image2672.png]dC —IP(x)dx
—e
dx

—IP(x)dx

_cp(x)e " 1 ep(x)e 1 = grx)




или [image: image2673.png]


.

Откуда [image: image2674.png]C(x)=1Q +C
1



, где[image: image2675.png]


 - произвольная постоянная. В результате общее решение неоднородного линейного уравнения (7.1) будет [image: image2676.png]jp(x)dx

y=e’ N(C+ | Qx)e

jp(x)d

dx)



(7.4)[image: image2677.png]



Первое слагаемое в этой формуле представляет общее решение (7.3) линейного однородного дифференциального уравнения (7.2), а второе слагаемое формулы (7.4) есть частное решение линейного неоднородного уравнения (7.1), полученное из общего (7.4) при [image: image2678.png]


. Этот важный вывод выделим в виде теоремы.

Теорема. Если известно одно частное решение линейного неоднородного дифференциального уравнения [image: image2679.png]Y, (x)



, то все остальные решения имеют вид [image: image2680.png]Yy ZY1(X)+YO(X)



, где [image: image2681.png]Yo (X)



 - общее решение соответствующего линейного однородного дифференциального уравнения.

Однако надо отметить, что для решения линейного неоднородного дифференциального уравнения 1-го порядка (7.1) чаще применяется другой метод, иногда называемый методом Бернулли. Будем искать решение уравнения (7.1) в виде [image: image2682.png]y(x) =u(x)-v(x)



. Тогда [image: image2683.png]dy du av
—— =—V+UuU—
dx dx ax



. Подставим найденную производную в исходное уравнение: [image: image2684.png]@v+ud—+Puv Q
dx 1)



.

Объединим, например, второе и третье слагаемые последнего выражения и вынесем функцию u(x) за скобку: [image: image2685.png]du dv
V—V+u(—+Pv)=
dx (dx )=Q



 (7.5)

Потребуем обращения в нуль круглой скобки: [image: image2686.png]


.

Решим это уравнение, полагая произвольную постоянную C равной нулю: [image: image2687.png]


. С найденной функцией v(x) вернемся в уравнение (7.5): [image: image2688.png]


.

Решая его, получим: [image: image2689.png]JP(X)dx

u(x) = j Q(x)e’ dx+C



.

Следовательно, общее решение уравнения (7.1) имеет вид:

[image: image2690.png]—JP(x)dx

y(x) =u(x)-v(0) = ([ el " dx+ C)e



.

Уравнение Бернулли.
Определение. Дифференциальное уравнение вида [image: image2691.png]Zy +P(x)y =Q(x)y*”



, где [image: image2692.png]a # 0,1



, называется уравнением Бернулли.

Предполагая, что [image: image2693.png]


, разделим обе части уравнения Бернулли на [image: image2694.png]


. 
В результате получим: [image: image2695.png]., d
y _y_I_P.y—aH:Q
dx



 (8.1)

Введем новую функцию [image: image2696.png]z(x) = (y(x))“"



. Тогда [image: image2697.png]


. Домножим уравнение (8.1) на [image: image2698.png]


 и перейдем в нем к функции z(x): [image: image2699.png]@+(—0¢+1 Pz =
T )Pz =(-a+1)Q



, т.е. для функции z(x) получили линейное неоднородное уравнение 1-го порядка. Это уравнение решается методами, разобранными в предыдущем параграфе. Подставим в его общее решение вместо z(x) выражение [image: image2700.png]—a+1



, получим общий интеграл уравнения Бернулли, который легко разрешается относительно y. При [image: image2701.png]o < (



добавляется решение y(x)=0. Уравнение Бернулли можно также решать, не делая перехода к линейному уравнению путем подстановки [image: image2702.png]—a+1



, а применяя метод Бернулли. Рассмотрим применение этого способа для решения уравнения Бернулли на конкретном примере.

Пример. Найти общее решение уравнения: [image: image2703.png]y +xy=(x-1e*y"



 (8.2)

Решение. Уравнение (8.2) является уравнением Бернулли, причем [image: image2704.png]



Будем искать решение уравнения в виде [image: image2705.png]y(x) =u(x)-v(x)



.

Тогда [image: image2706.png]u'v+uv' + xuv = (x—1)e* (uv)°



.

В левой части последнего уравнения сгруппируем второе и третье слагаемые, которые содержат функцию u(x), и потребуем, чтобы [image: image2707.png]V+xv=0



. Откуда [image: image2708.png]


. Тогда для функции u(x) будем иметь следующее уравнение:

[image: image2709.png]e 2 =
=(x—De" -



 или [image: image2710.png]2
X

S
U =(x-De 2 -u’



, которое является уравнением с разделяющимися переменными для функции u(x). Решим его 
[image: image2711.png]2

udu=—-(1-x)e 2  -dx



,

[image: image2712.png]


, [image: image2713.png]



Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид:
[image: image2714.png]


, y(x)=0.
Дифференциальные уравнения в полных дифференциалах.
Определение. Если в уравнении M(x,y)dx+N(x,y)dy=0 (9.1) левая часть есть полный дифференциал некоторой функции U(x,y), то оно называется уравнением в полных дифференциалах. Это уравнение можно переписать в виде du(x,y)=0, следовательно, его общий интеграл есть u(x,y)=c.
Например, уравнение xdy+ydx=0 есть уравнение в полных дифференциалах, так как его можно переписать в виде d(xy)=0. Общим интегралом будет xy=c.
Теорема. Предположим, что функции M и N определены и непрерывны в некоторой односвязной области D и имеют в ней непрерывные частные производные соответственно по y и по x. Тогда, для того, чтобы уравнение (9.1) было уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось тождество [image: image2715.png]


 (9.2).

Доказательство.
Доказательство необходимости этого условия очевидно. Поэтому докажем достаточность условия (9.2). Покажем, что может быть найдена такая функция u(x,y), что [image: image2716.png]ou( x,y )
0X

M(x,y)



 и [image: image2717.png]


.

Действительно, поскольку [image: image2718.png]


, то [image: image2719.png]u(x,y) = [ M(x,y)dx+g(y)



 (9.3) , где [image: image2720.png]




 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_1e496e7d.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2721.png]P(y)



 - произвольная дифференцируемая функция. Продифференцируем (9.3) по y:
[image: image2722.png]a_u:]iaM(X:y)dx_l_(D’(y)
dy 5 9y



. Но [image: image2723.png]


, следовательно, 
[image: image2724.png]du }oN ,
M _TNCSY) gy iy )= N(x,y )= N(x,,y)+ 9 y)

dy 0x



.

Положим [image: image2725.png]?' ()= Q(x,,y) © 9(y) = | N(xy, y)dy

Yo



 и тогда [image: image2726.png]


.

Итак, построена функция [image: image2727.png]u(x,y) = | M(x,y)dx+| N(x,, y)dy

X0 Yo



, для которой 
[image: image2728.png]ou( x,y )
0X

M(x,y)



, а[image: image2729.png]


.

Рассмотрим пример.

Пример. Найти общий интеграл уравнения: [image: image2730.png](

X TY

2

+e")dx —

2
X

X
—dy =0
Y



.

Решение. Здесь [image: image2731.png]M(x,y)=

X +y

+ e





 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_3125acc8.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2732.png]N(x,y)=-

X-|-y




Тогда [image: image2733.png]oM ON x -y’

dy  Ox

X +y)



. Следовательно, заданное дифференциальное уравнение 1-го порядка является уравнением в полных дифференциалах, т.е. существует такая функция u(x,y), частные производные которой соответственно по x и y равны M(x,y) и N(x,y):

[image: image2734.png]




 INCLUDEPICTURE "http://files.studfiles.ru/2706/163/html_YXgvabKKVB.q4Cm/htmlconvd-pYPt6K_html_1182417.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image2735.png]B_Ll_ X
dy X +y




. 
Интегрируем первое из двух соотношений по x:

[image: image2736.png]u(x,y) = (2 e e gy)



, [image: image2737.png]u(x, y) = arctg ~ +e" + @(y)
y



.

Теперь продифференцируем u(x,y) по y и приравняем полученное в результате выражение выписанной выше частной производной [image: image2738.png]du



: [image: image2739.png]X

x° +

2

+¢'(y)=-
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.

Откуда [image: image2740.png]@' (y)=0



 и [image: image2741.png]P(y)=cC



. Следовательно, общим интегралом заданного уравнения является: [image: image2742.png]X .
arctg—+e" =c



.

Интегрирующий множитель.
Если уравнение M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 не является уравнением в полных дифференциалах и существует функция µ = µ(x,y), такая что после умножения на нее обеих частей уравнения получается уравнение µ(Mdx + Ndy) = 0 в полных дифференциалах, т. е. µ(Mdx + Ndy)du, то функция µ(x,y) называется интегрирующим множителем уравнения. В случае, когда уравнение уже есть уравнение в полных дифференциалах, полагают µ = 1.

Если найден интегрирующий множитель µ, то интегрирование данного уравнения сводится к умножению обеих его частей на µ и нахождению общего интеграла полученного уравнения в полных дифференциалах.

Если µ есть непрерывно дифференцируемая функция от x и y, то 
[image: image2743.png]


.

Отсюда следует, что интегрирующий множитель µ удовлетворяет следующему уравнению с частными производными 1-го порядка:

[image: image2744.png]NI g K
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 (1).

Если заранее известно, что µ= µ(ω), где ω– заданная функция от x и y, то уравнение (1) сводится к обыкновенному (и притом линейному) уравнению с неизвестной функцией µ от независимой переменной ω:

[image: image2745.png]


 (2), 

где
[image: image2746.png]oM ON
dy  ox

Naa) Ma—w

ox oy



, т. е. дробь является функцией только от ω.

Решая уравнение (2), находим интегрирующий множитель

[image: image2747.png]


, с= 1.

В частности уравнение M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 имеет интегрирующий множитель, зависящий только от x (ω = x) или только от y (ω = y), если выполнены соответственно следующие условия:

[image: image2748.png]


, [image: image2749.png]


 или

[image: image2750.png]


, [image: image2751.png]


.

Дифференциальные уравнения 2-го порядка
Методы понижения порядка уравнения.

Дифференциальное уравнение 2-го порядка имеет вид:

[image: image2752.png]Fixy,y',y")=0



. (1.1)

Общим решением уравнения является семейство функций, зависящее от двух произвольных постоянных [image: image2753.png]C,



 и [image: image2754.png]C,



: [image: image2755.png]=y(xC,,C,)




 (или [image: image2756.png]®(x,y,C,,C,




 – общий интеграл дифференциального уравнения 2-го порядка). Задача Коши для дифференциального уравнения 2-го порядка (1.1) состоит в отыскании частного решения уравнения, удовлетворяющего начальным условиям: при [image: image2757.png]


: [image: image2758.png]V(%) = ¥o



, [image: image2759.png]v'(X0) = Yo



. Необходимо заметить, что графики решений уравнения 2-го порядка могут пересекаться в отличие от графиков решений уравнения 1-го порядка. Однако решение задачи Коши для уравнений 2-го порядка (1.1) при довольно широких предположениях для функций, входящих в уравнение, единственно, т.е. всякие два решения с общим начальным условием [image: image2760.png]V(%) = ¥o



, [image: image2761.png]v'(X0) = Yo



 совпадают на пересечении интервалов определения.

Получить общее решение или решить задачу Коши для дифференциального уравнения 2-го порядка аналитически удается далеко не всегда. Однако в некоторых случаях удается понизить порядок уравнения с помощью введения различных подстановок. Разберем эти случаи.

1. Уравнения, не содержащие явно независимой переменной [image: image2762.png]


.

Пусть дифференциальное уравнение 2-го порядка имеет вид: [image: image2763.png]Fy,y',y") =0



, т.е. в уравнении (1.1) явно не присутствует независимая переменная [image: image2764.png]


. Это позволяет принять [image: image2765.png]


 за новый аргумент, а производную 1-го порядка [image: image2766.png]v'(x)



 принять за новую функцию [image: image2767.png]p(y)



. Тогда [image: image2768.png]y" () = @) =py Ve=p""p



.

Таким образом, уравнение 2-го порядка [image: image2769.png]Fy,y',y") =0



 для функции [image: image2770.png]y(X)



, не содержащее явно [image: image2771.png]


, свелось к уравнению 1-го порядка [image: image2772.png]


 для функции [image: image2773.png]p(y)



. Интегрируя это уравнение, получаем общий интеграл [image: image2774.png]®(y,p,C;)=10



 или [image: image2775.png]®(y,y,C) =0



, а это есть дифференциальное уравнение 1-го порядка для функции [image: image2776.png]y(X)



. Решая его, получаем общий интеграл исходного дифференциального уравнения, зависящий от двух произвольных постоянных: [image: image2777.png]®,(xy,C;,C,) =0



.

Пример 1. Решить дифференциальное уравнение [image: image2778.png]y'y+9 =0



 при заданных начальных условиях: [image: image2779.png]y(1) =1



, [image: image2780.png]y'(1)=3



.

Решение. Так как в исходном уравнении в явном виде отсутствует аргумент [image: image2781.png]


, то примем [image: image2782.png]


 за новую независимую переменную, а [image: image2783.png]v'(x)



 – за [image: image2784.png]p(y)



. Тогда [image: image2785.png]v'(x)=p'(¥) p(¥y)



 и уравнение приобретает следующий вид для функции [image: image2786.png]p(y)



: [image: image2787.png]p'py® +9

0



.

Это дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными: 
[image: image2788.png]PP=—7



. Откуда следует [image: image2789.png]


, т.е. [image: image2790.png]


.

Так как при [image: image2791.png]


 и [image: image2792.png]


, то подставляя начальные условия в последнее равенство, получаем, что [image: image2793.png]C,




 и [image: image2794.png]


, что равносильно [image: image2795.png]


. В результате для функции [image: image2796.png]y(X)



 имеем уравнение с разделяющимися переменными, решая которое, получаем [image: image2797.png]- =3x+C,



. Используя начальные условия, получаем, что [image: image2798.png]


. Следовательно, частный интеграл уравнения, удовлетворяющий начальным условиям, имеет вид: [image: image2799.png]


.

2. Уравнения, не содержащие явно искомой функции [image: image2800.png]


.

Пусть дифференциальное уравнение 2-го порядка имеет вид: [image: image2801.png]F(x,y,y")=0



, т.е. в уравнение явно не входит искомая функция [image: image2802.png]


. В этом случае вводят постановку [image: image2803.png]v' (x) = z(x)



. Тогда [image: image2804.png]v = (z(x)) = z'(x)



 и уравнение 2-го порядка [image: image2805.png]F(x,y,y")=0



 для функции [image: image2806.png]y(X)



 переходит в уравнение 1-го порядка [image: image2807.png]F(x,z,z') =




 для функции [image: image2808.png]z(x)



. Проинтегрировав его, получаем дифференциальное уравнение 1-го порядка для функции [image: image2809.png]y(X)



: [image: image2810.png]®(x,z,Cy) = ®(x,y,C,) =0



. Решая последнее уравнение, получаем общий интеграл заданного дифференциального уравнения [image: image2811.png]F(x,y,y")=0



, зависящий от двух произвольных постоянных: [image: image2812.png]®,(xy,C;,C,) =0



.

Пример 2. Найти общее решение уравнения: [image: image2813.png]xy" +y =%




Решение. В данное уравнение 2-го порядка явно не входит искомая функция [image: image2814.png]y(X)



, следовательно, делаем замену: [image: image2815.png]z2(x) =y'(x)



 и [image: image2816.png]z'(x) = y"(x)



. В результате чего получаем дифференциальное уравнение 1-го порядка для функции [image: image2817.png]z(x)



: [image: image2818.png]xz' +2 =X



 или [image: image2819.png]


, являющееся линейным уравнением. Решая его, получаем: [image: image2820.png]2= (3 +C)]



 или [image: image2821.png]G




. Итак, для функции [image: image2822.png]y(X)



 получили дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными: [image: image2823.png]dy = x5 +2)ds



, откуда следует общее решение исходного уравнения: [image: image2824.png]y = f;x +C,Inlx| + C,



.

3. Порядок степени понижается, если удается преобразовать его к такому виду, что обе части уравнения становятся полными производными по [image: image2825.png]


 от каких-нибудь функций. 
Например, пусть дано уравнение [image: image2826.png]yy" = (v')?



. Деля обе части на [image: image2827.png]


, получаем [image: image2828.png]Y'/y
Y"/y, _



; [image: image2829.png](Iny")’ = (Iny)’



; [image: image2830.png]


; [image: image2831.png]


 – порядок уравнения понижен.

Линейное дифференциальное уравнение 2-го порядка.

Линейное дифференциальное уравнение (ЛДУ) 2-го порядка имеет следующий вид:

[image: image2832.png]2, X)y" +a; Xy’ +a, Xy = a;(x)



, (2.1)

где [image: image2833.png]2, (%)



, [image: image2834.png]a; (x)



, [image: image2835.png]a, (x)



 и [image: image2836.png]a; (x)



 – заданные функции, непрерывные на том промежутке, на котором ищется решение. Предполагая, что a0(x) ≠ 0, поделим (2.1) на [image: image2837.png]2, (%)



 и, после введения новых обозначений для коэффициентов, запишем уравнение в виде:

[image: image2838.png]y" + Py + QX)y = f(x)



 (2.2)

Примем без доказательства, что (2.2) имеет на некотором промежутке единственное решение, удовлетворяющее любым начальным условиям [image: image2839.png]v(a) =y,



, [image: image2840.png]v'(@) =y,



, если на рассматриваемом промежутке функции [image: image2841.png]P(x)



, [image: image2842.png]Q(x)



 и [image: image2843.png]f(x)



 непрерывны. Если [image: image2844.png]


, то уравнение (2.2) называется однородным, и уравнение (2.2) называется неоднородным в противном случае.

Рассмотрим свойства решений лоду 2-го порядка.

Определение. Линейной комбинацией функций [image: image2845.png]V1 (x),¥2(X), ..., ¥n (X)



 называется выражение [image: image2846.png]


, где [image: image2847.png]C,,C,




 – произвольные числа.

Теорема. Если [image: image2848.png]Vs (X)



 и [image: image2849.png]Vs ()



 – решение лоду

[image: image2850.png]y" +Px)y +Qx)y =0



, (2.3)

то их линейная комбинация [image: image2851.png]Cyy: (%) + Coy, (%)




 также будет решением этого уравнения.

Доказательство.
Поставим выражение [image: image2852.png]Cyy: (%) + Coy, (%)




 в (2.3) и покажем, что в результате получается тождество:

[image: image2853.png]C,y: + Coyz + P(Cyyt + Coyz) + Q(Cuyy + Coy,) = 0



.

Перегруппируем слагаемые:

[image: image2854.png]C,(y{ +Pyi+Qyy)+Cy(yz +Py; + Qy,) =0



.

Поскольку функции [image: image2855.png]Vs (X)



 и [image: image2856.png]Vs ()



 являются решениями уравнения (2.3), то каждая из скобок в последнем уравнении тождественно равна нулю, что и требовалось доказать.

Следствие 1. Из доказанной теоремы вытекает при [image: image2857.png]C,




, что если [image: image2858.png]y =y:(x)



 – решение уравнения (2.3), то [image: image2859.png]=Cyy; (%)




 тоже есть решение этого уравнения.

Следствие 2. Полагая [image: image2860.png]


, видим, что сумма двух решений лоду [image: image2861.png]Vi + V2



 также является решением этого уравнения.

Замечание. Доказанное в теореме свойство решений остается справедливым для лоду любого порядка.

Определитель Вронского.

Определение. Система функций [image: image2862.png]V1 (x),¥2(X), ..., ¥n (X)



 называется линейно независимой на некотором промежутке, если ни одна из этих функций не представляется в виде линейной комбинации всех остальных.

В случае двух функций [image: image2863.png](n=2)



 это означает, что [image: image2864.png]v, (%) # Cy, (%)



, т.е. [image: image2865.png]'3y, # const



. Последнее условие можно переписать в виде [image: image2866.png]}’z/y1 Z0



 или [image: image2867.png]VaVa¥a¥i 2
i



. Стоящий в числителе этого выражения определитель [image: image2868.png]1 Yzl

Vi = Vayi= |y v



 называется определителем Вронского для функций [image: image2869.png]Vs (X)



 и [image: image2870.png]Vs ()



. Таким образом, определитель Вронского для двух линейно независимых функций не может быть тождественно равен нулю.

Пусть [image: image2871.png]y:i(x) y.()| _
e Yol we



 – определитель Вронского для линейно независимых решений [image: image2872.png]Vi ()



 и [image: image2873.png]Vs ()



 уравнения (2.3). Убедимся подстановкой, что функция [image: image2874.png]W(x)



 удовлетворяет уравнению 
[image: image2875.png]W'(x) + P(xW(x) =0



. (3.1)

Действительно, 
[image: image2876.png]W’ +PW = yiys +y1y2 —yiy2 = ¥ayi + PGay2 —vay1 ) = y2 (2 + Py
v,(yi + Pyi)




Поскольку функции [image: image2877.png]V1



 и [image: image2878.png]Va2



 удовлетворяют уравнению (2.3), то [image: image2879.png]W' +PW = y,(—Qy,) — v, (—Qy;.




, т.е. [image: image2880.png]W(x)



 – решение уравнения (3.1). 
Найдем это решение: [image: image2881.png]


; [image: image2882.png]dt
o = —Pdx



. Откуда 
[image: image2883.png]In| weo [~ In|wee)| = = [7 P(D)at



, [image: image2884.png]



[image: image2885.png]e’f:ﬂ P()dt




, [image: image2886.png]WG
W(xg)

— 4o PO




, [image: image2887.png]W) =+ W(xﬂ)e’J*Xn”‘“'



.

В правой части этой формулы надо взять знак плюс, так как только в этом случае при [image: image2888.png]


 получается тождество. Таким образом,

[image: image2889.png]W) = W(xo)e PO



 (3.2)

Это формула называется формулой Лиувилля. Выше было показано, что определитель Вронского для линейно независимых функций не может быть тождественно равен нулю. Следовательно, существует такая точка [image: image2890.png]


, в которой определитель для линейно независимых решений уравнения (2.3) [image: image2891.png]W(x,)



 отличен от нуля. Тогда из формулы Лиувилля следует, что функция [image: image2892.png]W(x)



 будет отлична от нуля при всех значениях [image: image2893.png]


 из рассматриваемого промежутка, поскольку при любом значении [image: image2894.png]


 оба множителя в правой части формулы (3.2) отличны от нуля.

Структура общего решения лоду 2-го порядка.

Теорема. Если [image: image2895.png]Vi ()



 и [image: image2896.png]Vs ()



 – линейно независимые решения уравнения (2.3), то их линейная комбинация [image: image2897.png]Ciy:(x) + Cy, (%)



, где [image: image2898.png]C,



 и [image: image2899.png]C,



 – произвольные постоянные, будет общим решением этого уравнения.

Доказательство.
То, что [image: image2900.png]v =C,y; +C,¥,



 есть решение уравнения (2.3), следует из теоремы о свойствах решений лоду 2-го порядка. Надо только еще показать, что решение [image: image2901.png]v =C,y; +C,¥,



 будет общим, т.е. надо показать, что при любых начальных условиях [image: image2902.png]v(Xp) = ¥o



, [image: image2903.png]v' (%) = ¥o



 можно выбрать произвольные постоянные [image: image2904.png]C,



 и [image: image2905.png]C,



 так, чтобы удовлетворить этим условиям. Запишем начальные условия в виде:

[image: image2906.png]{Clyl(xﬂH Coy2 (%) = ¥o
C.yi(x0) + Coyh(%0) = V)




Постоянные [image: image2907.png]C,



 и [image: image2908.png]C,



 из этой системы линейных алгебраических уравнений определяются однозначно, так как определитель этой системы [image: image2909.png]


 есть значение определителя Вронского для линейно независимых решений лоду при [image: image2910.png]


:

[image: image2911.png]V1 (%) ¥2(%0)

A=WE) = [0 (4) ¥4(xo)



,

а такой определитель, как мы видели в предыдущем параграфе, отличен от нуля. Теорема доказана.

Пример. Доказать, что функция [image: image2912.png]y = C,e™ + C,e~



, где [image: image2913.png]C,



 и [image: image2914.png]C,



 – произвольные постоянные, является общим решением лоду [image: image2915.png]


.

Решение. Легко убедиться подстановкой, что функции [image: image2916.png]


 и [image: image2917.png]


 удовлетворяют данному уравнению. Эти функции являются линейно независимыми, так как [image: image2918.png]Y2/, = € /o-x = €** * const



. Поэтому согласно теореме о структуре общего решения лоду 2-го порядка [image: image2919.png]y = C,e™ + C,e~



 является общим решением данного уравнения.

ЛОДУ 2-го порядка с постоянными коэффициентами.

Дано лоду 2-го порядка с постоянными коэффициентами [image: image2920.png]v"+py +qy=0



 (5.1), где [image: image2921.png]


, [image: image2922.png]


. Согласно предыдущему параграфу общее решение лоду 2-го порядка легко определяется, если известны два линейно независимых частных решения этого уравнения. Простой метод нахождения частных решений уравнения с постоянными коэффициентами предложил Л. Эйлер. Это метод, который называется методом Эйлера, состоит в том, что частные решения ищутся в виде [image: image2923.png]


.

Подставляя эту функцию в уравнение (5.1), после сокращения на [image: image2924.png]


, получим алгебраическое уравнение, которое называется характеристическим:

[image: image2925.png]k? +

pk+

q=
=0



 (5.2)

Функция [image: image2926.png]


 будет решением уравнения (5.1) только при тех значениях k, которые являются корнями характеристического уравнения (5.2). В зависимости от величины дискриминанта [image: image2927.png]


 возможны три случая.

1. [image: image2928.png]A=>0



. Тогда корни характеристического уравнения различны: [image: image2929.png]


. Решения [image: image2930.png]y, = ek
1%



 и [image: image2931.png]y, = ek
2%



 будут линейно независимыми, т.к. [image: image2932.png]72y, = elaTku% £ const



 и общее решение (5.1) можно записать в виде [image: image2933.png]y = C,eNe¥ + C ek



.

2. [image: image2934.png]


. В этом случае [image: image2935.png]ky

k, =—



 и [image: image2936.png]y, =€



. В качестве второго линейно независимого решения [image: image2937.png]Va2



 можно взять функцию [image: image2938.png]y, = xeXi¥



. Проверим, что эта функция удовлетворяет уравнению (5.1). Действительно, [image: image2939.png]vy = e¥i¥ 4+ xk, X



, [image: image2940.png]ys = 2k, eXs*
, e51% 4+ xk3 e



. Подставляя эти выражения в уравнение (5.1), получим

[image: image2941.png]2k e + xkief¥ + p(efi* + xk,ef¥) + gre*¥ =0



 или 
[image: image2942.png](2k, + ple¥* + (ki +pk; +q) e*=0



, т.к. [image: image2943.png]


 и 
[image: image2944.png]ki+
pk; +




.

Частные решения [image: image2945.png]y, = ek
1%



 и [image: image2946.png]y, = xeXi¥



 линейно независимы, т.к. 
[image: image2947.png]’2/y, = x # const



. 
Следовательно, общее решение (5.1) имеет вид:

[image: image2948.png]y = C,eNe¥ + C,xe e



 или [image: image2949.png]= (C; + C,x)exe




.

3. [image: image2950.png]A<0



. В этом случае корни характеристического уравнения комплексно-сопряженные: [image: image2951.png]k;,=a £ip



, где [image: image2952.png]


, [image: image2953.png]


. Можно проверить, что линейно независимыми решениями уравнения (5.1) будут функции [image: image2954.png]™+ cos Bx




 и [image: image2955.png]™ .+ sin PBx




. Убедимся, что уравнению (5.1) удовлетворяет, например, функция y1. 
Действительно, 
[image: image2956.png]y: = ae™ - cos Bx — Pe™* - sin Bx



, 
[image: image2957.png]y: = a?e™+ cosPx — 2afe™ - sinPBx — B?e™* cos Bx



. 
Подставив эти выражения в уравнение (5.1), получим

[image: image2958.png](a® — B* +pa +q)e™ - cos Bx— B(2a+p)e™ - sinBx =0



.

Обе скобки в левой части этого равенства тождественно равны нулю. Действительно, [image: image2959.png]o> — B2+pa+q=

2

—q-2+q=0



, [image: image2960.png]2a+p= —p+p



. Таким образом, функция [image: image2961.png]™+ cos Bx




 удовлетворяет уравнению (5.1). Аналогично нетрудно убедиться в том, что и [image: image2962.png]™ .+ sin PBx




 есть решение уравнения (5.1). 
Поскольку [image: image2963.png]"2y, = tg Bx # const



, то общее решение [image: image2964.png]v =C,y; +C,¥,



 будет иметь вид: 
[image: image2965.png]= e™*(C, cosBx + C, sin Bx)




.

Структура общего решения линейного неоднородного дифференциального уравнения (лнду) 2-го порядка.

Теорема 1. Общее решение лнду 2-го порядка

[image: image2966.png]v" + P(x)y + QX)y =



f(x) (6.1)

представляется в виде суммы общего решения [image: image2967.png]Vo



 соответствующего однородного уравнения

[image: image2968.png]v" +P(x)y + Qx)y =0



 (6.2)

и любого частного решения [image: image2969.png]


 лнду (6.1).

Доказательство.
Докажем сначала, что [image: image2970.png]V= Yo+7



 будет решением уравнения (6.1). Для этого подставим [image: image2971.png]V= Yo+7



 в уравнение (6.1): [image: image2972.png]Vo +Pyo +Qyo +3" +P¥' + Q¥ =



f(x). Это равенство является тождеством, т.к. [image: image2973.png]Vo + Pyo + Qyo =



 и [image: image2974.png]


f(x). Следовательно, [image: image2975.png]V= Yo+7



 есть решение уравнения (6.1).

Докажем теперь, что это решение является общим, т.е. можно так выбрать входящие в него произвольные постоянные, что будут удовлетворяться любые начальные условия вида: [image: image2976.png]V(%) = ¥o



, [image: image2977.png]v' (%) =¥,



 (6.3). Согласно теореме о структуре общего решения линейного однородного дифференциального уравнения (лоду) общее решение уравнения (6.2) можно представить в виде [image: image2978.png]Vo = C,y; + C.y2



, где [image: image2979.png]V1



 и [image: image2980.png]Va2



 – линейно независимые решения этого уравнения. Таким образом:

[image: image2981.png]v =Cyy; +Coy, +7



 и, следовательно, начальные условия (6.3) можно записать в виде:

[image: image2982.png]{Clyl (o) + Coy2(%0) +9(%0) = Yo
Ca¥i(x0) + Covh (%) +§'(%0) = ¥1




или

[image: image2983.png]{Clyl (o) + C2y2(%0) = ¥o — ¥(%0)
Cy¥i(x0) + Coyh (%) = y1— (%)




 (6.4)

Произвольные постоянные [image: image2984.png]C,



 и [image: image2985.png]C,



 определяются из этой системы линейных алгебраических уравнений однозначно при любых правых частях, т.к. определитель этой системы [image: image2986.png]


 = [image: image2987.png]y1(%o0) ¥2(%0)
Vi(%o) va(%o)



 есть значение определителя Вронского для линейно независимых решений уравнения (6.2) при [image: image2988.png]


, а такой определитель, как мы видели выше, отличен от нуля. Определив постоянные [image: image2989.png]C,



 и [image: image2990.png]C,



 из системы уравнений (6.4) и подставив их в выражение [image: image2991.png]v =Cyy; +Coy, +7



, мы получим частное решение уравнения (6.1), удовлетворяющее заданным начальным условиям. Теорема доказана.

Докажем еще одну простую теорему, которая часто используется при решении лнду.

Теорема 2. Если [image: image2992.png]y = y1(X)



 - решение дифференциального уравнения [image: image2993.png]v" + P(x)y + QX)y =



 f1(x), а [image: image2994.png]V=V, (X)



 - решение уравнения [image: image2995.png]v" + P(x)y + QX)y =



 f2(x), то функция [image: image2996.png]y =y (x) + ¥, (x)



 будет решением уравнения

[image: image2997.png]v" + P(x)y + QX)y =



 f1(x) + f2(x). (6.5)

Доказательство.
Подставив функцию [image: image2998.png]V=y1+V¥,



 в уравнение (6.5), получим

[image: image2999.png]y: + Py; + Qy, +y3 + Py; + Qy:




 f1 + f2. Это равенство является тождеством, т.к. [image: image3000.png]y: +Py; +Qy; =



 f1 и [image: image3001.png]vz + Py +Qy, =




 f2. Теорема доказана.

Решение лнду 2-го порядка с постоянными коэффициентами со специальной правой частью.

Пусть в уравнении (6.1) коэффициенты постоянны, т.е. уравнение имеет вид:

[image: image3002.png]v"' +py +qy



 f(x) (7.1), где [image: image3003.png]q = const




.

Рассмотрим метод отыскания частного решения [image: image3004.png]¥(x)



 уравнения (7.1) в случае, когда правая часть f(x) имеет специальный вид. Это метод называется методом неопределенных коэффициентов и состоит в подборе частного решения в зависимости от вида правой части f(x). Рассмотрим правые части следующего вида:

f(x) [image: image3005.png]e+ Qp (%)



, где [image: image3006.png]Qu(x) = a,x™ +a,x™ 1+ +a,



 – многочлен степени [image: image3007.png]


, причем некоторые коэффициенты, кроме [image: image3008.png]a, #0



, могут равняться нулю. Укажем вид, в котором надо брать частное решение в этом случае.

Если число [image: image3009.png]


 не является корнем характеристического уравнения для уравнения (5.1), то частное решение записываем в виде: [image: image3010.png]F(x) = e™(Apx™ + A x™ 1 + Apx™ 2 + -+ A)



, где [image: image3011.png]AsALA,




 – неопределенные коэффициенты, которые подлежат определению методом неопределенных коэффициентов.

Пример 1. Найти общее решение уравнения [image: image3012.png]y' +y=e¥(x—2)



.

Решение. Для уравнения [image: image3013.png]


 составляем характеристическое уравнение: [image: image3014.png]k?+1

0



. Откуда получаем [image: image3015.png]


, [image: image3016.png]


. Следовательно, общее решение однородного уравнения есть [image: image3017.png]Vo(x) = C;cosx + C, sinx



. Правая часть заданного уравнения f(x) [image: image3018.png]= 3%
(x—

2

)



 имеет специальный вид (случай 1), причем [image: image3019.png]


 не является корнем характеристического уравнения, поэтому частное решение ищем в виде: [image: image3020.png]¥(x) = e**(Ax + B)



, где [image: image3021.png]AB



 – неопределенные коэффициенты. Найдем производные первого и второго порядков и подставим их в заданное уравнение:

[image: image3022.png]e**(9Ax + 9B + 6A) + e**(Ax+ B) = e¥*(x — 2)



.

Обе части сокращаем на [image: image3023.png]3%



 и приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях [image: image3024.png]


 в левой и правой частях равенства

[image: image3025.png](x9):



 [image: image3026.png]



Из полученной системы уравнений находим: [image: image3027.png]A=0,1;B=-0,26



. 
Тогда [image: image3028.png]¥(x) = e**(0,1x— 0,26)



, а общее решение заданного уравнения есть: [image: image3029.png]y(x) = C; cosx + C, sinx + **(0,1x— 0,26)



.

Если [image: image3030.png]


 является корнем кратности [image: image3031.png]r(r=1,2)



 соответствующего характеристического уравнения, то частное решение ищем в виде:

[image: image3032.png]¥(x) e (Apx™ + A x™ T+ Apx™ 2 4+ +A)



,

где [image: image3033.png]AsALA,




 – неопределенные коэффициенты.

Пример 2. Решить уравнение [image: image3034.png]-1)
e*(x?
-y
y



.

Решение. Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид:

[image: image3035.png]k2 —




, откуда [image: image3036.png]k,




, [image: image3037.png]


. Тогда общее решение однородного уравнения [image: image3038.png]


 есть: [image: image3039.png]Vo(x) = C,e¥ + C,e™™



.

Правая часть заданного уравнения имеет специальный вид (случай 1). Так как [image: image3040.png]


 является корнем характеристического уравнения кратности [image: image3041.png]


, то частное решение ищется в виде:

[image: image3042.png]¥(x) = x- e*(Ax* + Bx+ C)



. Находим неопределенные коэффициенты [image: image3043.png]A,B,C



 методом, изложенным в примере 1. В результате получаем [image: image3044.png]


. Окончательно имеем следующее выражение для общего решения:

[image: image3045.png]y(x) = C,e¥ + Cye™* + xe* (=




.

Правая часть f(x) [image: image3046.png]= M cos Bx + N sin Bx



, где хотя бы одно из чисел [image: image3047.png]


 и [image: image3048.png]


 отлично от нуля. Укажем вид частного решения в этом случае.

Если число [image: image3049.png]


 не является корнем характеристического уравнения для уравнения (5.1), то частное решение ищем в виде:

[image: image3050.png]¥(x) = AcosBx + Bsin Bx



,

где [image: image3051.png]AB



 – неопределенные коэффициенты.

Если число [image: image3052.png]


 является корнем характеристического уравнения для уравнения (5.1), причем его кратность [image: image3053.png]


, то записываем частное решение в виде:

[image: image3054.png]¥(x) = x(A cos Bx + Bsin Bx)



,

где [image: image3055.png]AB



 – неопределенные коэффициенты.

Пример 3. Решить уравнение [image: image3056.png]v" + 4y = 4 cos 2x



.

Решение. Корни характеристического уравнения для уравнения [image: image3057.png]v" + 4y =0



 будут [image: image3058.png]k,



, [image: image3059.png]k,



. Тогда общее решение этого лоду: [image: image3060.png]Vo = C; cos 2x + C, sin 2x



.

Правая часть заданного в примере 3 уравнения имеет специальный вид: f(x) [image: image3061.png]= 4 cos 2x = Mcos 2x + N sin 2x



, где [image: image3062.png]


, а [image: image3063.png]


. Число [image: image3064.png]Bi = 2i



 является корнем характеристического уравнения кратности [image: image3065.png]


, поэтому частное решение лнду имеет вид: [image: image3066.png]¥(x) = x(A cos 2x + Bsin 2x)



.

Для определения [image: image3067.png]


 и [image: image3068.png]


 находим [image: image3069.png]y' (%)



, [image: image3070.png]y" (%)



 и подставляем в заданное уравнение:

[image: image3071.png]—4Asin 2x + 4B cos 2x — 4Axcos 2x — 4Bxsin 2x + 4Axcos 2x +
4Bxsin 2x = 4 cos 2x




Приводя подобные члены, приравнивая коэффициенты при [image: image3072.png]cos 2x



, [image: image3073.png]sin 2x



, получаем следующую систему: [image: image3074.png]


, отсюда [image: image3075.png]


.

Окончательно общее решение заданного уравнения имеет вид: 
[image: image3076.png]v(x) = C, cos 2x + C, sin 2x + xsin 2x



.

f(x) [image: image3077.png]= e**(Mp(x) cos Bx + Nq(x) sin Bx)



, где [image: image3078.png]Mp(x)



 и [image: image3079.png]Nq(x)



 - многочлены степени [image: image3080.png]


 и [image: image3081.png]


 соответственно, причем один из этих многочленов может равняться нулю. Укажем вид частного решения в этом общем случае.

Если число [image: image3082.png]a+ip



 не является корнем характеристического уравнения для уравнения (5.1), то вид частного решения будет:

[image: image3083.png]F(x) = e ((Apx™ + A;x™71 + -+ A, ) cos Bx + (Box™ + Byx™ 1 + -+
B,,.) sin Bx)



, (7.2)

где [image: image3084.png]As A, .. AL, By,B,,




 – неопределенные коэффициенты, а [image: image3085.png]m = max (p,q)



.

Если число [image: image3086.png]a+ip



 является корнем характеристического уравнения для уравнения (5.1) кратности [image: image3087.png]r(r=1,2)



, то частное решение лнду будет иметь вид:

[image: image3088.png]¥(x) = x"e™* (P, (x) cos Bx + Q,, (x) sin Bx)



, (7.3)

т.е. частное решение вида (7.2) надо умножить на [image: image3089.png]


. В выражении (7.3) [image: image3090.png]P,



 - многочлены с неопределенными коэффициентами, причем их степень [image: image3091.png]m = max (p,q)



.

Пример 4. Указать вид частного решения для уравнения

[image: image3092.png]y" + 2y’ + 2y = e ¥(xcosx + 3 sinx)



.

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: [image: image3093.png]k?+2k+2=0



. Его корни: [image: image3094.png]k, =—1+i



, [image: image3095.png]


. Общее решение лоду имеет вид:

[image: image3096.png]Vo (x) = e*(C; cosx + C, sinx)



.

Правая часть заданного уравнения имеет специальный вид (случай 3): f(x) [image: image3097.png]= e *(xcosx + 3 sinx)



. Число [image: image3098.png]a+ip=-1+i



 является корнем характеристического уравнения кратности [image: image3099.png]


. Коэффициент при [image: image3100.png]COSX



 есть многочлен первой степени, а при [image: image3101.png]sin x



 - нулевой степени, поэтому степень многочленов с неопределенными коэффициентами надо брать [image: image3102.png]


. Итак, вид частного решения:

[image: image3103.png]¥(x) = xe *((Ax+ B) cosx + (Cx + D) sinx)



.

Далее коэффициенты [image: image3104.png]A,B,C,D



 могут быть определены по методу неопределенных коэффициентов.

Замечание. Если правая часть уравнения (7.1) есть сумма двух функций f(x) = f1(x) + f2(x), где каждая из f1(x), f2(x) имеют специальный вид (случаи 1-3), то частное решение [image: image3105.png]¥(x)



 подбирается в виде суммы: [image: image3106.png]¥ =%, ) +7,®



, где [image: image3107.png]¥,(x)



 есть частное решение для уравнения с правой частью f1(x), а [image: image3108.png]¥, (x)



 есть частное решение для уравнения с f2(x). Аналогично находятся частные решения в случае, когда правая часть есть алгебраическая сумма конечного числа функций специального вида, рассмотренного в случаях 1-3.

Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа).

Непосредственное нахождение частного решения лнду, кроме случая уравнения с постоянными коэффициентами, причем со специальными свободными членами, представляет большие трудности. Поэтому для нахождения общего решения лнду обычно применяют метод вариации произвольных постоянных, который всегда дает возможность найти общее решение лнду в квадратурах, если известна фундаментальная система решений соответствующего однородного уравнения. Этот метод состоит в следующем.

Согласно вышеизложенному, общее решение линейного однородного уравнения:

[image: image3109.png]Vo(x) = Cyy3 (%) + Coy, (%)



, (8.1)

где [image: image3110.png]Vi, V2



 – линейно независимые на некотором интервале X решения лоду, а [image: image3111.png]C,, C,



- произвольные постоянные. Будем искать частное решение лнду в форме (8.1), считая, что [image: image3112.png]C,, C,



 – не постоянные, а некоторые, пока неизвестные, функции от [image: image3113.png]


:

[image: image3114.png]y(x) = C; (X)y; (x) + C, X))y, (%)



. (8.2)

Продифференцируем равенство (8.2):

[image: image3115.png]y'(x) = Cyyi + Coys + Cly, + Coy,



. (8.3)

Подберем функции [image: image3116.png]C; (%)



 и [image: image3117.png]C,(x)



 так, чтобы выполнялось равенство: [image: image3118.png]Ciy, +Ciy,



. Тогда вместо (8.3) будем иметь:

[image: image3119.png]y' (x) = C;(X)yi(x) + Co(x)y2(x)



. (8.4)

Продифференцируем это выражение еще раз по [image: image3120.png]


. В результате получим:

[image: image3121.png]y" = C; ®yi ) + C,(x)y7 &) + C ®)y; (x) + Co(X)y2(x)



. (8.5)

Подставим (8.2), (8.4), (8.5) в лнду 2-го порядка [image: image3122.png]


 f(x):

[image: image3123.png]C,y: + Coy; + Ciys + Coys + P(Cly: + Coyz) + Q(Cyy; + Cuys,




 f(x)

или

[image: image3124.png]C,(y{ + Pyl + Qyy) + C,(yz + Py; + Qy,) + Ciy: + Coys




 f(x). (8.6)

Так как [image: image3125.png]v:(x), ¥, (%)



 - решения лоду [image: image3126.png]v"+Py'+Qy =0



, то последнее равенство (8.6) принимает вид: [image: image3127.png]Ciyi+Coys =



 f(x).

Таким образом, функция (8.2) будет решением лнду в том случае, если функции [image: image3128.png]C; (%)



 и [image: image3129.png]C,(x)



 удовлетворяют системе уравнений:

[image: image3130.png]{ Ciy: +Coy, =0
Ciyi+ Clys = f(%)



 (8.7)

Так как определителем этой системы является определитель Вронского для двух линейно независимых на X решений соответствующего лоду, то он не обращается в ноль ни в одной точке интервала X. Следовательно, решая систему (8.7), найдем [image: image3131.png]Ci(x)



 и [image: image3132.png]C5(x)



: [image: image3133.png]Cix) =y, ()



 и [image: image3134.png]C;(x) =y, (x)



. Интегрируя, получим:

[image: image3135.png]C,® = [y, xdx+C,



, [image: image3136.png]C,(x) = [y,(x)dx + C,



,

где [image: image3137.png]


 - произвольные постоянные.

Возвращаясь в равенство (8.2), получим общее решение неоднородного уравнения:

[image: image3138.png]y(x) = (Jy; @ dx+Cy; &) + (J y.®) dx+ C,) y,(x)



.

Пример. Решить уравнение: [image: image3139.png]


.

Решение. Соответствующее однородное уравнение [image: image3140.png]


. Интегрируя его, получим общее решение: [image: image3141.png]vo = C;x*+C,



. Итак, двумя линейно независимыми решениями, образующими общее решение, являются функции [image: image3142.png]


 и [image: image3143.png]Vi




.

Предположим теперь, что общим решением заданного уравнения является выражение [image: image3144.png]y = C;(x)x* + C,(x)



.

Для определения функций [image: image3145.png]C; (%)



 и [image: image3146.png]C,(x)



 имеем систему уравнений:

[image: image3147.png]{ x*Ci+C=0
2xC;+0-C}





Откуда получаем [image: image3148.png]


, [image: image3149.png]C.(9=—S+T,



. Следовательно, общее решение заданного уравнения есть: [image: image3150.png]y() = Cox?+ G+ %



.

Линейные уравнения высших порядков
Однородное уравнение.

Линейным уравнением n-го порядка называется уравнение вида:

[image: image3151.png]y® +py Ry 4+ pr (YT 4+ P (Y + Py (),




 f(x). (1.1)

Если при всех рассматриваемых значениях [image: image3152.png]


 функция f(x) равна нолю, то это уравнение называется однородным, в противном случае – неоднородным.

Предполагаем, что коэффициенты [image: image3153.png]p;1(x),p, (%), ..., pn(x)



 и свободный член f(x) определены и непрерывны в интервале [image: image3154.png](a,b)



. Тогда уравнение (1.1) имеет единственное решение [image: image3155.png]y = y(x)



, определенное во всем интервале [image: image3156.png](a,b)



 и удовлетворяющее начальным условиям: [image: image3157.png]y(%0) = ¥o0,¥' (%0) = Vo,



, причем начальные данные [image: image3158.png]


 можно задавать произвольно, а [image: image3159.png]


 нужно брать из интервала [image: image3160.png](a,b)



.

Линейное однородное дифференциальное уравнение (лоду) всегда имеет нулевое решение [image: image3161.png]


.

Для построения общего решения лоду достаточно знать [image: image3162.png]


 линейно независимых в интервале [image: image3163.png](a,b)



 частных решений [image: image3164.png]V1, Y2, ¥n



, т.е. таких решений, для которых тождество

[image: image3165.png]C,y; +Coy, + -+ Coy,



, [image: image3166.png]a<x<b



,

где [image: image3167.png]C,,C,




 - постоянные числа, может выполняться только при [image: image3168.png]C,




. Такая система решений называется фундаментальной. Чтобы система решений лоду была фундаментальной, необходимо и достаточно, чтобы ее определитель Вронского

[image: image3169.png]yi Y2 = Yn
W) = .}’1 Yz Yn
- oo oD




был отличен от нуля хотя бы в одной точке из интервала [image: image3170.png](a,b)



. В действительности, в этом случае определитель Вронского отличен от нуля во всех точках интервала [image: image3171.png](a,b)



.

Если найдена фундаментальная система решений [image: image3172.png]V1, Y2, ¥n



 лоду, то формула

[image: image3173.png]v =C,y; +Coy, + -+ Coyy,



, (1.2)

где [image: image3174.png]C,,C,




- произвольные постоянные, дает общее решение этого уравнения в области [image: image3175.png]a<x<b,lyl < +oo,ly'| < +oo, ..., [y® V| < oo



.

Линейное однородное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами.

Это уравнение имеет вид:

[image: image3176.png]y® +py™ Y+ py™ 44y + Py =0



, (2.1)

где [image: image3177.png]P, P2,




 - постоянные вещественные числа. Это уравнение имеет фундаментальную систему решений [image: image3178.png]V1, Y2, ¥n



, определенную при всех [image: image3179.png]


 и состоящую из степенных, показательных и тригонометрических функций. Соответствующее ей общее решение:

[image: image3180.png]v =C,y; +Coy, + -+ Coyy,




определено в области [image: image3181.png]x| < 400, |yl < +o0,ly’| < +0o, .., [y @1 < 400



, т.е. во всем пространстве [image: image3182.png]


.

Построение фундаментальной системы решений лоду делается методом Эйлера, который состоит в том, что частное решение лоду ищется в виде [image: image3183.png]y(x)



, где [image: image3184.png]


 - некоторое число, подлежащее определению. Подставляя эту функцию в уравнение (2.1), после сокращения на [image: image3185.png]


 получим характеристическое уравнение:

[image: image3186.png]AR+ p A+ p, A2+ py A+ Dy




Его корни называются характеристическими числами уравнения (2.1). 
Различают три случая.

1. Все корни характеристического уравнения различны и вещественны. Обозначим их через [image: image3187.png]


. Тогда фундаментальной системой решений будут: [image: image3188.png]Ly, = et
e, Y = €%




, а общее решение имеет вид: [image: image3189.png]= C,eMx
y = C,et¥ + Coeh2* + .. + C eMn*



.

2. Все корни характеристического уравнения различны, но среди них имеются комплексные. Пусть [image: image3190.png]A =a+ib



 – комплексный корень характеристического уравнения. Тогда [image: image3191.png]


 тоже будет корнем этого уравнения. Этим двум корням соответствуют два линейно независимых частных решения: [image: image3192.png]v, = e** cos bx,y, = e** sinbx



. Записав линейно независимые частные решения, соответствующие другим сопряженным парам комплексных корней и всем вещественным корням, получим фундаментальную систему решений. Линейная комбинация этих решений с произвольными постоянными коэффициентами даст общее решение уравнения (2.1).

Среди корней характеристического уравнения имеются кратные. Пусть [image: image3193.png]Ay



 - вещественный k-кратный корень. Тогда ему соответствует [image: image3194.png]


 линейно независимых частных решений вида [image: image3195.png]et1¥ xeti¥, | xK~1ehi



, а в формуле общего решения – выражение вида [image: image3196.png]e’ ¥(Cy + Cy + - + Cx™71)



. Если [image: image3197.png]A =a+ib



 - комплексный корень характеристического уравнения кратности [image: image3198.png]


, то ему и сопряженному с ним корню [image: image3199.png]


 той же кратности соответствуют [image: image3200.png]2k



 линейно независимых частных решений вида:

[image: image3201.png]{e“ cosbx, xe** cos bx, ..., x7*e* cos bx

%% sin bx, xe®* sin bx, ..., x5 e** sin bx




В формуле общего решения этим корнем соответствует выражение вида:

[image: image3202.png]e ((C; + Cox+ -+ Cx* 1) cosbx + (Cyyy + Cpanx + -+ 4+ €3 X 1) sin bx)




Записав линейно независимые частные решения указанного выше вида, соответствующие всем простым и кратным вещественным корням, а также сопряженным парам простых и кратных комплексных корней, получим фундаментальную систему решений. Линейная комбинация этих решений с произвольными постоянными коэффициентами даст общее решение уравнения (2.1).

Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Вопросы для самоконтроля:

1. Какое уравнение называется дифференциальным уравнением первого порядка?

2. Какая функция называется решением дифференциального уравнения первого порядка?

3. Какое решение дифференциального уравнения первого порядка называется общим и какое частным?

4. Каков общий вид дифференциального уравнения с разделяющимися переменными?

5. В чем заключается задача Коши?

6. Каков общий вид однородного дифференциального уравнения первого порядка?

7. С помощью какой подстановки решается однородное дифференциальное уравнение первого порядка и к какому уравнению сводится его решение?

Текст самостоятельной работы

1-9. Решить уравнение
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10-13. Найти общие решения уравнений:

10. 
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Критерии оценки самостоятельной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.
Тема: Построение вариационного, статистического ряда, вычисление средней арифметической, медианы, моды, размаха, выборочной дисперсии, выборочного среднеквадратического отклонения

Цель: выяснить, как собираются и группируются статистические данные и наглядно представить статистическую информацию; выполнение упражнений на построение вариационного, статистического ряда, на вычисление средней арифметической, медианы. моды, размаха, выборочной дисперсии, выборочного среднеквадратического отклонения; способствовать развитию памяти, внимания, логического мышления; создать условия для применения полученных знаний при выполнении расчетных заданий.

Литература:

1. Пехлецкий И.Д. Математика, -2012 . - С.221-226

2. В.Е. Гмурман. Теория вероятностей и математическая статистика: Учебное пособие для студентов вузов. Гл. 1, § 4.: - М.: Высшая школа, 2011

3. Конспект лекций по дисциплине.

4. В. Е. Гмурман. Руководство к решению задач по теории вероятностей и математической статистике: Учебное пособие для студентов вузов. - М.: Высшая школа, 2010.

Теоретическая часть

Пример 1. В финал конкурса «Мисс колледжа» вышли 10 студенток, за которых болели и голосовали 90 студентов. В таблице приведены результаты голосования за участниц с номерами 1-10. Прежде всего, возникает вопрос о наглядном отражении результатов голосования. Из курса алгебры вы знаете, что графическая информация нагляднее табличной. Поэтому применяют три вида графического отражения информации - диаграммы.
	№ участницы
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Число голосов
	7
	3
	14
	15
	7
	4
	3
	7
	20
	10


Первый вид диаграммы - линейная диаграмма (или многоугольник распределения) строится как обычный график. По оси абсцисс откладываются номера участниц, по оси ординат - число голосов, отданных за данную участницу, т. с. точки (1; 7), (2; 3), (3;14) и т. д. Для наглядности отмеченные точки соединены отрезками.
[image: image3216.png]Yucno
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рис.1
Второй вид диаграммы - столбчатая диаграмма (или гистограмма распределения) строится следующим образом. В окрестности каждой отмеченной точки по оси абсцисс строят прямоугольник, высота которого равна соответствующей ординате. 
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рис.2

Третья диаграмма - круговая (или камамбер (по названию французского сыра)) - представляет собой круг, разделенный на 10 секторов с различными центральными углами. Так как всего было подано 90 голосов, то каждому голосу соответствует 360° : 90 = 4°. Далее легко пересчитать углы секторов. Например, для первой участницы строим сектор с углом 4° * 7 = 28°. Каждый сектор маркируется номером соответствующей участницы.

[image: image3218.png]AV
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рис.3
Итак, на конкретном примере были рассмотрены основные этапы простейшей статистической обработки данных:
1. Систематизация, упорядочивание и группировка.
2. Составление таблицы распределения данных.
3. Построение диаграммы распределения данных (любого вида).
4. Паспорт данных измерения (основные характеристики информации).
Обсудим некоторые характеристики рассматриваемого примера.
Объем измерения - количество источников информации (т. е. число опрошенных или число голосов). В данном случае 90.
Размах измерения - разница между наибольшим и наименьшим значениями результатов измерения. В данном случае 20-3 = 17, т. к. наибольшее число поданных голосов - 20, наименьшее - 3.
Мода измерения - наиболее часто встречающийся результат. В данном случае 9, т. к. за участницу № 9 было подано 20 голосов (наибольшее количество).
Среднее (или среднее арифметическое) - частное от деления суммы всех результатов измерения на объем измерения. Обычно его вычисляют после составления таблицы распределения. В данном случае получают: [image: image3219.png]17+2-3+43-1444-1545-7+6:4+7-3+8-7+9-20+10-10 _
90




 [image: image3220.png]_746+42+60+35+24+21+56+180+100 _ 531
90 90

=5,9.




Обычно результатами измерений являются некоторые числа. Каждое число, встретившееся в конкретном измерении, называют вариантой измерения. В конкретном измерении его варианты могут быть никак не связаны (например, билетики с результатами голосования). Однако обычно результаты обрабатываются. Если записать все варианты измерения в некотором порядке (например, по времени поступления голосов в жюри), то получится ряд данных измерения. Обычно упорядочивание происходит определенным образом. Запишем полученные варианты в порядке их возрастания (точнее, не убывания). Получим сгруппированный ряд данных:

[image: image3221.png]
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Среднюю варианту в сгруппированном ряде данных в случае нечетного количества чисел или среднее арифметическое двух стоя​щих посередине вариант в случае четного количества чисел называют медианой измерения. В нашем случае средних вариант две, это варианты № 45 и 46. Каждая из них равна 5, значит, и медиана равна 
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В нашем примере ответ 1 встретился 7 раз (за участницу 1 проголосовали 7 человек). Поэтому говорят, что абсолютная частота (или кратность) варианты 1 равна семи. Поэтому (в другой терминологии) ранее приведенная таблица имеет вид:
	Варианта
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	Сумма

	Кратность
	7
	3
	14
	15
	7
	4
	3
	7
	20
	10
	90


Таким образом, получаем таблицу распределения данных измерения. Графа «Сумма» добавляется для контроля: число в этой графе обязательно равняется объему измерения.
Заметим, что при вычислении среднего арифметического в неявном виде уже использовалось понятие кратности варианты.
Введем еще понятие частоты данной варианты - частное от деления кратности варианты на объем измерения. Например, для варианты 1 находим частоту 
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. Частоту варианты можно выразить в процентах. Тогда получим: 
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Рассмотренные параметры: среднее арифметическое, мода и медиана - характеризуют некоторую варианту. Их называют мерами центральной тенденции (или статистическими характеристиками среднего). Разумеется, все эти характеристики важны.
Пример 2. Вернемся еще раз к примеру 1. Среднее арифметическое голосов, поданных за финалистку (с учетом их кратности), равно 5,9. Но, разумеется, подать 5,9 голоса невозможно. Поэтому медиана измерений дает среднюю характеристику (середину), упорядоченного ряда чисел. Мода измерений позволяет выбрать победительницу конкурса, т. е. финалистку, набравшую наибольшее количество голосов.
Однако природа не любит крайностей (которые характеризуются размахом измерений), а придерживается средних величин. Например, животные одного вида в среднем имеют одинаковый рост. Сло​ны ростом ниже 1 м и выше 5 м встречаются крайне редко. Поэтому полезно ввести характеристики, отвечающие за разброс данных вокруг их среднего значения.

Дисперсией D данных 
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 называется среднее арифметическое квадратов отклонений 
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среднего арифметического М этих данных. Для вычисления дисперсии D данных 
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 надо найти:
1. Среднее значение 
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2. Отклонения данных от М, т.е. 
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3. Квадраты этих отклонений, т.е. 
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4. Среднее значение всех квадратов отклонений.

В результате получим дисперсию: 
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Вводится также понятие среднего квадратичного отклонения 
[image: image3233.wmf]D
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Чем меньше дисперсия D или среднее квадратичное отклонение о, тем ближе данные измерения к своему среднему значению. Заметим, что вычисление этих характеристик достаточно трудоемкое занятие.
Пример 3. Для отбора почетного караула измерили рост (в см) двух групп солдат по пять человек и получили результаты - группа А: 178, 182, 180, 183, 177; группа Б: 183, 186, 180, 182, 184. Для каждой группы определим дисперсию D и среднее квадратичное отклонение о и найдем группу, более однородную по росту.
Для группы А среднее арифметическое 
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Для удобства составим таблицу.
	Солдат
	1
	2
	3
	4
	5

	Рост
	178
	182
	180
	183
	177

	Отклонение
	-2
	2
	0
	3
	-3

	Квадрат отклонения
	4
	4
	0
	9
	9


Найдем дисперсию 
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 и
 среднее квадратичное отклонение 
[image: image3236.wmf]3
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. Аналогичные вычисления проделаем для группы Б. Среднее арифметическое 
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Найдем дисперсию 
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среднее квадратичное отклонение 
[image: image3239.wmf]2
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. Сравнивая полученные результаты, определим, что более однородной по росту является группа Б и ее целесообразно назначить в караул.
Порядок выполнения работы:

1. Изучить инструкцию к самостоятельной работе.

2. Выполнить задание.

3. Оформить отчет.

Содержание отчета:

1. Тема.

2. Цель.

3. Самостоятельная работа.

Текст самостоятельной работы

1. Провести опрос студентов своей группы по трем вопросам. (Например: Любимая дисциплина в колледже, Любимая секция (кружок), Рост и вес за сентябрь 2016 г. и за ноябрь 2016г., Успеваемость за контрольную неделю в конце I семестра по трем дисциплинам, Размер обуви, Любимый фильм, Любимый преподаватель и т. д.).

2. Построить вариационный ряд, вычислить среднее арифметическое, медиану, моду, размах, выборочную дисперсию, выборочное среднеквадратическое отклонение.

3. Обработать полученные данные, построить графики и диаграммы.

4. Проанализировать, обобщить и сравнить полученные результаты.

При возникновении затруднении выполнения задания студенту необходимо обратиться к конспекту лекции по теме или к учебнику. Обратить внимание на определение статистических характеристик, а также на выполнение упражнений, приведенных в качестве примеров во время изложения теоретического материала на лекции.

Требования к содержанию отчета - при выполнении задания студенту необходимо правильно и аккуратно оформить полученные данные в тетрадях для самостоятельных работ.

Контрольные вопросы:

1. Что такое статистика?
2. Виды статистики.
3. Статистические характеристики.

4. Обработка информации.

5. Графическое представление информации.

Критерии оценки самостоятельной работы
Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания. Проведенное исследование полное, характеризует полное понимание процесса исследования.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания. Возможно отсутствие одного из составляющих исследования.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. Исследование проведено поверхностно, не раскрывает всех показателей.

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания. Отсутствует логичность изложения материала, диаграмма выполнена с нарушением правил построения, выбранный вид диаграммы не позволяет наглядно показать результаты исследования.

Итоговая контрольная работа
Номер варианта соответствует порядковому номеру по списку журнала

ВАРИАНТ № 1

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=3A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А) 
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Б) 
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3. Вычислите производную функции:

А)
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3251.wmf]9
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3253.wmf]ò
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Б)
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3256.wmf]dx
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3259.wmf]dx
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Б) 
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.1
	0.2
	0.3
	0.16
	0.04
	0.3


ВАРИАНТ № 2

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=2A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А)
[image: image3262.wmf],
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Б) 
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3. Вычислите производную функции:

А) 
[image: image3266.wmf]÷
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 

y = 
[image: image3270.wmf]10

5

2

+

-

x

x

 в точке х0 = -2.

5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:

y = 
[image: image3271.wmf]19
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:

у = 
[image: image3272.wmf]4
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А) 
[image: image3273.wmf]xdx
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
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 EMBED Equation.3 [image: image3277.wmf]
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А) 
[image: image3280.wmf]0
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Б) 
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.1
	0.02
	0.06
	0.02
	0.7
	0.1


ВАРИАНТ № 3

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=4A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А) 
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3. Вычислите производную функции:

А) 
[image: image3287.wmf]÷
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А) 
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
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 EMBED Equation.3 [image: image3298.wmf]
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 EMBED Equation.3 [image: image3301.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:

А) 
[image: image3302.wmf]dx
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.3
	0.1
	0.4
	0.07
	0.03
	0.1


ВАРИАНТ № 4

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=2A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А) 
[image: image3305.wmf],
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3. Вычислите производную функции:

А) 
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А) 
[image: image3317.wmf]ò
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8. Вычислите определенный интеграл:
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 EMBED Equation.3 [image: image3321.wmf]
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 EMBED Equation.3 [image: image3324.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:

А) 
[image: image3325.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.2
	0.1
	0.1
	0.3
	0.2
	0.1


ВАРИАНТ № 5

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=4A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А)
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3. Вычислите производную функции:
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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 в точке 
[image: image3337.wmf]2

0

=

x


5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3338.wmf]7
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:


[image: image3339.wmf]9
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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[image: image3340.wmf]dx
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3343.wmf]4
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 EMBED Equation.3 [image: image3344.wmf] 

Б) 
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 EMBED Equation.3 [image: image3347.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:

А) 
[image: image3348.wmf]2

2

1

1

y

x

dy

dx

+

+

=

 

Б) 
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.3
	0.2
	0.3
	0.1
	0.09


ВАРИАНТ № 6

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=3A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3350.png]+x =
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3355.wmf]4
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Г)
[image: image3358.wmf]x
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 


[image: image3359.wmf]10
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  в точке 
[image: image3360.wmf]2
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3361.wmf]12
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:


[image: image3362.wmf]1
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А) 
[image: image3363.wmf]dx
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3366.wmf]ò
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 EMBED Equation.3 [image: image3367.wmf]

Б) 
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 EMBED Equation.3 [image: image3370.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:

А) 
[image: image3371.wmf]0
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Б) 
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.3
	0.4
	0.1
	0.06
	0.04
	0.1


ВАРИАНТ № 7

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=6A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3373.png]Rtx+r=5
5 +65 45 =10,
%3 6% =0




2. Вычислите пределы:

А)
[image: image3374.wmf],
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3378.wmf]5
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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 в точке 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3384.wmf]5
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А) 
[image: image3386.wmf]ò
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Б)
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3389.wmf]ò
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 EMBED Equation.3 [image: image3390.wmf]
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 EMBED Equation.3 [image: image3393.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3394.wmf]2
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.2
	0.1
	0.4
	0.03
	0.07
	0.2


ВАРИАНТ № 8

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=7A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А)
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3401.wmf]4
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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  в точке 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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[image: image3409.wmf]ò
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8. Вычислите определенный интеграл:

А)
[image: image3412.wmf]dt
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3415.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.1
	0.02
	0.06
	0.02
	0. 7
	0.1


ВАРИАНТ № 9

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=5A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3422.wmf]6
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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[image: image3430.wmf]dx
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8. Вычислите определенный интеграл:
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[image: image3433.wmf]dx
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3436.wmf]dx
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.02
	0.25
	0.08
	0.3
	0. 25
	0.1


ВАРИАНТ № 10

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=6A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А) 
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3443.wmf]5
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:


[image: image3450.wmf]100
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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[image: image3451.wmf]dx
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3454.wmf]dx
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3457.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.02
	0.07
	0.4
	0.3
	0.2


ВАРИАНТ № 11

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=4A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3459.png]2 +m, -5 =5
X +2m - 25 =4,

—om b=




2. Вычислите пределы:

А)
[image: image3460.wmf],
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3464.wmf]3
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Б)
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[image: image3467.wmf]3
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 


[image: image3468.wmf]1

5

3

2

+

-

=

x

x

y

 в точке 
[image: image3469.wmf]1
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3470.wmf]3
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:


[image: image3471.wmf]9
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3472.wmf]dx
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3475.wmf]ò
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3478.wmf]2
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.2
	0.09
	0.4
	0.2
	0.1


ВАРИАНТ № 12

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=3A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3480.png]x+2m, 4 =31
S5 +x +25 =29,
3m -z, 4% =10





2. Вычислите пределы:

А)
[image: image3481.wmf],

28

2

8

25

7

2

2

0

-

+

-

+

®

x

x

x

x

Lim

x

x

 при 1) х0 = 1, 2) х0 = -4, 3) х0 = ∞

Б)
[image: image3482.wmf]2

8

4

2

-

-

-

+

®

x

x

x

Lim

x


В)
[image: image3483.wmf]x

x

Lim

x

2

2

sin

0

®


Г)
[image: image3484.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

¥

®

x

x

Lim

x

х

2

3

2

5

4


3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3485.wmf]7
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[image: image3487.wmf]2
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 


[image: image3489.wmf]2
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3491.wmf]2
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:


[image: image3492.wmf]10
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3493.wmf]dx
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3496.wmf]ò

-

+

2

1

2

)

2

(

dx

x

x



Б)
[image: image3497.wmf]dx

x

ò

+

3

2

3

)

1

(



В)
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3499.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.3
	0.4
	0.1
	0.05
	0.04
	0.1


ВАРИАНТ № 13

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=7A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3501.png]n+2m, =3
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2. Вычислите пределы:
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[image: image3502.wmf],
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3506.wmf]3
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 


[image: image3510.wmf]15
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3512.wmf]5
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3514.wmf]ò
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Б)
[image: image3515.wmf]ò
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3517.wmf]dx
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3520.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.1
	0.4
	0.2
	0.1
	0.19
	0.01


ВАРИАНТ № 14

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=5A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3522.png]7 +27, +3x,

X +55, + 1
X+ 5% +5%, =




2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3527.wmf]3
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3533.wmf]6
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3535.wmf]ò
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3538.wmf]ò
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А) 
[image: image3541.wmf]dx
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.2
	0.3
	0.1
	0.17
	0.03
	0.2


ВАРИАНТ № 15

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=3A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3543.png]3525+ =5,
2543+ =1,
2m + 3 + 35, = 11




2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3548.wmf]6
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.1
	0.2
	0.3
	0.15
	0.05
	0.3


ВАРИАНТ № 16

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=2A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3564.png]24 —x —x=4
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2. Вычислите пределы:

А)
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3569.wmf]3
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Б)
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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 в точке 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3575.wmf]8
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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[image: image3577.wmf]ò
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3580.wmf]ò
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3583.wmf]2
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.1
	0.3
	0.2
	0.09
	0.3


ВАРИАНТ № 17

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=7A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3585.png]An+2m-m=1
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2. Вычислите пределы:

А)
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3590.wmf]4
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 


[image: image3594.wmf]4
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 в точке 
[image: image3595.wmf]2
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3596.wmf]11
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:
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[image: image3601.wmf]dx
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3604.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.2
	0.3
	0.09
	0.2
	0.2


ВАРИАНТ № 18

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=8A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3606.png]8x+7x+35 =18
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3611.wmf]6
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3622.wmf]ò
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 EMBED Equation.3 [image: image3625.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3626.wmf]dx

y

x

ydx

xdy

2

2

+

=

-

 

Б)
[image: image3627.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.4
	0.3
	0.06
	0.2
	0.3


ВАРИАНТ № 19

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=8A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3628.png]{
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2. Вычислите пределы:
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[image: image3629.wmf],
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3633.wmf]4
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3641.wmf]ò
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8. Вычислите определенный интеграл:
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[image: image3644.wmf]dx
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3647.wmf]dy
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.3
	0.4
	0.1
	0.07
	0.03
	0.1


ВАРИАНТ № 20

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=6A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 

[image: image3649.png]



2. Вычислите пределы:

А)
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3. Вычислите производную функции:
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[image: image3654.wmf]5
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3665.wmf]dx
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 EMBED Equation.3 [image: image3666.wmf]
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 EMBED Equation.3 [image: image3669.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.2
	0.1
	0.03
	0.4
	0.07
	0.2


ВАРИАНТ № 21

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=5A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:

А) 
[image: image3677.wmf]4
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:
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9. Решить дифференциальное уравнение:
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.2
	0.1
	0.03
	0.4
	0.07
	0.2


ВАРИАНТ № 22

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=3A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3698.wmf]3
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:


[image: image3704.wmf]5
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:

А)
[image: image3706.wmf]ò

3

2

2

cos

2

x

dx

x



Б)
[image: image3707.wmf]ò

xdx

x

2

5

sin



В)
[image: image3708.wmf]ò

+

16

2

x

dx

  

8. Вычислите определенный интеграл:

А) 
[image: image3709.wmf]ò
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3712.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.5
	0.1
	0.05
	0.1
	0.05
	0.1


ВАРИАНТ № 23

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=2A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:

А)
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3719.wmf]5
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:
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[image: image3730.wmf]dx
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 EMBED Equation.3 [image: image3731.wmf]
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 EMBED Equation.3 [image: image3734.wmf]
9. Решить дифференциальное уравнение:
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[image: image3735.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.01
	0.2
	0.3
	0.09
	0.2
	0.2


ВАРИАНТ № 24

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=4A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:

А)
[image: image3742.wmf]4
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:

А)
[image: image3753.wmf]dx

x

x

x

ò

+

5

0

3

3



 EMBED Equation.3 [image: image3754.wmf]
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
[image: image3757.wmf]0
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X,  зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.2
	0.1
	0.3
	0.1
	0.2
	0.1


ВАРИАНТ № 25

1. Выполните следующие действия:

Рассчитать основной определитель матрицы системы по правилу треугольников.

Найти матрицу C=6A.

Решить систему линейных уравнений методом обратной матрицы. 

Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера. 

Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. 
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2. Вычислите пределы:
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3. Вычислите производную функции:
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4. Записать уравнение касательной и нормали, к кривой 
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5. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции:
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6. Найти интервалы выпуклости точки перегиба функции:
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7. Вычислите неопределенный интеграл:
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8. Вычислите определенный интеграл:
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 EMBED Equation.3 [image: image3776.wmf]
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9. Решить дифференциальное уравнение:

А)
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10. Найти математическое ожидание и дисперсию случайной величины X, зная закон ее распределения:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Р
	0.5
	0.1
	0.05
	0.1
	0.05
	0.1


Критерии оценки контрольной работы

Оценка "5" - студентом выполнены все задания самостоятельно без посторонней помощи, отсутствуют исправления. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "4" - студентом выполнены не все задания самостоятельно без посторонней помощи; присутствуют не значительные исправления. Возможна одна грубая ошибка. Может объяснить ход выполнения задания.

Оценка "3" - студентом выполнены все задания с посторонней помощью; присутствуют исправления; не все задания выполнены. Возможны две  грубые ошибки. Затрудняется в объяснении хода выполнения задания. 

Оценка "2" - студентом не выполнены задания в полном объеме, отсутствуют исправления. Наличие 3 и более грубых ошибок. Не может объяснить ход выполнения задания.
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